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Résumé 

Dans cet article, on énonce une variante du lemme fondamental pondéré d'Arthur pour 
le groupe métaplectique de Weil, qui sera un ingrédient indispensable de la stabilisation de 
la formule des traces. Pour un corps de caractéristique résiduelle suffisamment grande, on 
en donne une démonstration à l'aide de la méthode de descente, qui est conditionnelle : on 
admet le lemme fondamental pondéré non standard sur les algèbres de Lie. Vu les travaux 
de Chaudouard et Laumon, on s'attend à ce que cette condition soit ultérieurement vérifiée. 
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1 Introduction 

Cet article s'inscrit dans un programme consistant à stabiliser la formule des traces d'Arthur- 
Selberg pour le groupe métaplectique de Weil, qui est un revêtement non algébrique p : 
Sp(W) Sp(W) du groupe symplectique d'un espace symplectique (VF, (|)). Le formalisme 
de l'endoscopie elliptique est déjà adapté à ce revêtement dans [TT], et les conjectures à la 
Langlands-Shelstad, à savoir le transfert et le lemme fondamental pour les unités, sont aussi 
prouvées. Néanmoins, pour stabiliser toute la formule des traces, Arthur [5] a aussi besoin d'une 
généralisation sophistiquée du lemme fondamental en presque toute place non archimédienne, 
dite le lemme fondamental pondéré. L'objectif de cet article est de formuler puis prouver une 
variante du lemme fondamental pondéré pour les groupes métaplectiques. La preuve est condi- 
tionnelle lorsque dimVF > 2 : on admet le lemme fondamental pondéré non standard sur les 
algèbres de Lie 15.3.11 

Fixons un corps local F de caractéristique nulle et un caractère unitaire non trivial tp : F — > 
C x . Soient G = Sp(W) et p : G = Sp(VF) — > G(F) le revêtement métaplectique déterminé par 
tp- Tout d'abord, il faut étudier les sous-groupes de Lévi de G, ou plus précisément les fibres de p 
au-dessus des sous-groupes de Lévi de G. Dans [TT], on a choisi de travailler avec les revêtements 
métaplectiques tels que Ker (p) = p% := {e G C x : e s = 1}. Grâce à ce choix, les Lévi ont une 
forme très simple comme suit : M = Uiei GL ( n Ù x $P(W b ), et cela introduit une structure 
de récurrence pour l'étude des groupes métaplectiques. De tels revêtements p : M — > M(F) 
s'appellent les groupes de type métaplectique. On définit les données endoscopiques elliptiques 
de M par composantes, de la façon évidente : en la composante Sp(VF t '), on l'a déjà défini en 
[TT] ; en les composantes GL(nj) elles sont tautologiques. Ensuite, on peut définir les données 
endoscopiques pour G comme les données endoscopiques elliptiques d'un Lévi, pour l'essentiel 
(voir 13.1 ,"8|) . comme dans le cas de groupes réductifs. 

En fait, on définira les données endoscopiques de G en termes du groupe dual G := Sp(2n, C) 
muni de l'action galoisienne triviale, où 2n = dirnp VF, à l'instar de Langlands-Shelstad |10j . 
Or le rôle du centre qui fournit des symétries de données endoscopiques dans le cas de 
groupes réductifs, est remplacé par Z~ := {1}. On conserve ce symbole non trivial pour {1} 

G 

afin de signaler l'analogie et d'indiquer la généralisation aux groupes de type métaplectique : si 
M = liiez GL ( n i) x s P(W b )> 2m = dïm-F W\ alors on pose 

[jGL(ni,C) x Sp(2m,C), 
iel 

ne* x{i}. 

iel 

Maintenant, supposons que F est non archimédien de caractéristique résiduelle p suffisam- 
ment grande par rapport à G, et que vp est de conducteur Op. Pour G, M comme ci-dessus, 
fixons une donnée endoscopique elliptique sq pour M, qui donne un groupe endoscopique M ! et 
une correspondance de classes de conjugaison géométriques semi-simples. On sait aussi définir le 
facteur de transfert A dans ce cadre. Soit K un sous-groupe hyperspécial de G {F) associé à un 
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réseau autodual dans (W, (|)) en bonne position relativement à M, alors A et K sont adaptés 
au sens de [TT] 5.15. On sait définir les intégrales orbitales pondérées non ramifiées r ^-^(') 

en les éléments réguliers de G. L'intégrale orbitale pondérée endoscopique est définie de façon 
habituelle 

SeM (F) /con] 

Suivant Arthur, on définit un ensemble fini £ M \ (G) qui indexe des données endoscopiques 
elliptiques pour G "couvrant" so, avec des multiplicités. Soit s € £ M \(G), on note le groupe 
endoscopique par G[s}. On récapitule la situation par le diagramme 

endo.ell. 



où les plongements de sous-groupes de Lévi sont uniques à conjugaison près. 

C'est une partie du lemme fondamental pondéré pour les groupes réductifs connexes, prouvé 
par Chaudouard et Laumon [8] en étendant la méthode de Ngô, que l'on peut définir les 
"fonctions stabilisées" s^Ef : ^jfsl-reg^) ~~ ^ ( ^ X ' généralisent les intégrales orbitales stables 
de la fonction caractéristique d'un hyperspécial. En reprenant le formalisme d'Arthur [5], le 
lemme fondamental pondéré métaplectique 14.2.11 est l'égalité 

4,^(7)= £ i^(G,G[a]) S g? ] (7M), 
se£ M < (G) 

où 

- i M \(G,G[s]) sont des coefficients définis dans ([l} ; 

- 7 [s] := 7 • z[s], où 2f[s] est un élément d'ordre deux et central dans M\F) défini dans 
1X331 

L'apparition de la "torsion" 7 1-4 7 [s] est plus curieuse. On peut penser qu'elle reflète la 
différence entre la correspondance de classes par "Lévi d'un groupe endoscopique" et celle par 
"groupe endoscopique d'un Lévi" (voir I3.3."4"j) . D'ailleurs, la démonstration ne marche pas sans 
cette torsion car elle rend des commutants corrects dans la procédure de descente. 



Méthodologie L'idée de base est la méthode de descente de Harish-Chandra : on prouve 
l'égalité cherchée pour 7 au voisinage d'un élément semi-simple e € M' (F) tel que M[ est quasi- 
déployé. La méthode est modelée sur la démonstration du lemme fondamental pondéré tordu 
par Waldspurger [13] . Ainsi, on transforme rÇLi ^(7) en une combinaison linéaire des intégrales 
orbitales pondérées endoscopiques sur les algèbres de Lie. L'autre côté est transformé en une 
combinaison linéaire des fonctions stabilisées sur les algèbres de Lie. On compare les deux à 
l'aide de 

- le lemme fondamental pondéré sur les algèbres de Lie, ce qui est prouvé par Chaudouard 
et Laumon [3 [S] dans le cas de caractéristique positive, auquel le cas de caractéristique 
nulle se réduit d'après [Ï4] . 

- le lemme fondamental pondéré non standard, qui reste conjectural à l'heure où cet article 
est écrit ; or on s'attend à ce que la méthode de Chaudouard et Laumon s'y applique 
également. 
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Deux autres ingrédients sont aussi cruciaux : l'identification des commutants et la descente 
du facteur de transfert. Heureusement les résultats dans [TT] sont encore applicables. Enfin, on 
se ramène à une comparaison des coefficients. Cela fait l'objet du yoga du H8.21 dont la preuve 
s'inspire de celle d'Arthur [T]. 

Remarquons en passant que notre résultat n'est pas conditionnel si dimVF = 2 : le lemme 
fondamental pondéré non standard qui y intervient peut être vérifié à la main. 

Organisation de cet article Après un court rappel de conventions et notations dans le ^ 
nous définirons les données endoscopiques dans le Sj3j Les cas qui nous occupent sont (1) G 
un groupe métaplectique et s une donnée endoscopique quelconque pour G ; (2) M de type 
métaplectique et sq une donnée endoscopique elliptique pour M. On peut aussi considérer le 
cas le plus général ; on peut même déduire le transfert et le lemme fondamental non pondéré 
pour les données endoscopiques non elliptiques. Comme ceux-là ne sont pas les propos de cet 
article, tous sont laissés au lecteur. 

Signalons aussi que le corps F et le caractère n'interviennent pas dans les définitions 
de données endoscopiques et d'ellipticité. Ces notions ont donc un sens pour tout F local de 
caractéristique nulle ou un corps de nombres. Les facteurs de transfert peuvent être définis pour 
tout F local de caractéristique nulle. 

Dans le §Q nous commençons à supposer que F est non archimédien de caractéristique 
résiduelle suffisamment grande par rapport à G et î/j est de conducteur Of. Le lemme fonda- 
mental pondéré y est énoncé. Là encore, c'est possible de le généraliser au cas de groupes de 
type métaplectique. Dans le nous rappellerons les définitions de l'endoscopie et le lemme 
fondamental pondéré (standard et non standard) sur les algèbres de Lie. Il y aura aussi des 
calculs du coefficient qui apparaissent dans le lemme fondamental pondéré non standard. 

Dans le [JH nous étudierons la situation après la descente. Il faut identifier des commutants 
connexes à certains groupes endoscopiques, à l'opération I6.1.1I près qui remplace les facteurs 
SO impairs par Sp. On l'a traité dans [TT], mais ici la situation se complique à cause d'une 
construction d'Arthur. 

L'argument dans [13] est repris dans le $71 Grâce à la descente et aux divers lemmes fon- 
damentaux pondérés sur les algèbres de Lie, les deux côtés de l'égalité du lemme fondamental 
pondéré sont transformés en des combinaisons linéraires des fonctions stabilisées sur les algèbres 
de Lie. On en introduira un ensemble d'indices EK Dans le il sera démontré que les coeffi- 
cients pour les deux côtés coïncident comme fonctions définies sur E\ d'où le lemme fondamental 
pondéré. 

Remerciements J'ai l'agréable devoir de remercier Jean-Loup Waldspurger pour ses re- 
marques très pertinentes et pour sa lecture attentive du manuscrit. 

2 Notations et conventions 

Les groupes métaplectiques Soient F un corps local de caractéristique nulle et ip : F — > C x 
un caractère unitaire non trivial. Nous conservons les notations de [TT]. En particulier, soit 
(W, (D) un F-espace symplectique de dimension 2n, notons G := Sp(VF) le groupe symplectique 
et p : G = Sp(W) — > G(F) le revêtement métaplectique à huit feuillets, i.e. Ker (p) = jjg = 
{e S C x : e 8 = 1}. Si M C G est un sous-groupe de Lévi, nous noterons M := p _1 (M(F)) et 
p : M — > M(F) le revêtement ainsi induit. Toute construction des objets dits métaplectiques 
dans cet article dépendra du choix tjj. 

Soit n € Z>o, le symbole SO(2n + 1) désigne toujours le groupe orthogonal spécial impair 
déployé. 



4 



Groupes réductifs Soient S un schéma et M un S-schéma en groupes raisonnable (voir 
PQ Exposé VIb §3), on note M sa composante neutre. Soient F un corps et M un F-groupe 
réductif connexe. Les normalisateurs (resp. commutants, commutants connexes) dans M sont 
notés Nm(-) (resp. Zm{-), Zm( - ) )- Le centre (resp. centre connexe) de M est noté % (resp. 
Z M ). Si m G M (F), on écrit aussi M m := Zm(to) et M m := %(m)°. La classe de conjugaison 
de m dans M (F) est notée M {m). L'ensemble des classes de conjugaison géométriques semi- 
simples dans M rencontrant M (F) est noté ^i eo (M(F)). 

Soit T un F-tore, notons X*(T) := Hom(G m ,T) ; il est en dualité avec X*(T). Lorsqu'il y 
en a besoin d'indiquer le corps de base, on les notera X*{T)p et X*(T)p.. Notons X*(M) := 
Hom(M, G m ) et om := Hom(X*(M),R). Il y en a une autre interprétation : notons Am le plus 
grand F-tore déployé dans Zm, alors la restriction X*(M) — > X*(Am) induit un isomorphisme 

X*(A M ) ®zK^ as- 
soient G un F-groupe réductif connexe et M un sous-groupe de Lévi. L'ensemble des sous- 
groupes de Lévi de G contenant M est désigné par £ (M). On désigne par V (M) l'ensemble 
des sous-groupes paraboliques de G ayant M comme composante de Lévi. On pose W G (M) := 
N G {M)(F)/M(F). 

On a la restriction X*(G) — > X*(M) ainsi que l'inclusion Aq Am- Ces deux applications 
induisent une suite exacte courte IU G (M)-équivariante, scindée canoniquement 

-)■ a G -> o M ^ «m -> 0. 

Le revêtement simplement connexe du groupe dérivé de G est noté 7r : Gsc — ?■ G ; on note 
M sc ^vr-^M). 

Soit E une F-algèbre commutative de dimension finie. Soit G un F-groupe. Par abus de 
notation, on omet la restriction des scalaires relativement à F/F et on regarde G comme un 
F-groupe. 

Corps locaux, la décomposition de Jordan topologique Soit F un corps local, le groupe 
de Galois absolu est noté Yp et le groupe de Weil absolu est noté Wf- Si F est non archimédien, 
le sous-groupe d'inertie de Wf est noté Ip ; on note Op l'anneau des entiers de F et son idéal 
maximal. 

Supposons F non archimédien de caractéristique résiduelle p. Soit G un F-groupe réductif 
connexe. On dira que p est suffisamment grand par rapport à G si la minoration [Ï2] 4.4 (Hl) 
est satisfaite et p > 2. Dans ce cas-là, on peut définir les éléments topologiquement unipotents 
(resp. nilpotents) dans G (F) (resp. dans g(F)). L'exponentielle définit un homéomorphisme 
de l'espace des éléments topologiquement nilpotents sur celui des éléments topologiquement 
unipotents (voir [12j 4.3 et appendice B). 

Un élément x € G (F) est dit compact si le sous-groupe engendré par x est d'adhérence 
compacte. Un tel élément x G G (F) admet une unique décomposition de Jordan x = x tu x p i = 
Xp'Xtu, où Xp/ est d'ordre fini premier à p et x tu est topologiquement unipotent. Il existe un 
unique X G fl(F), qui est topologiquement nilpotent, tel que exp(X) = a; tu . De plus, x tu et ay 
appartiennent à l'adhérence du sous-groupe engendré par x. 

L-groupes Pour les groupes algébriques complexes, on confond systématiquement le schéma 
en groupe et la variété formée de ses C-points. Une donnée de L-groupe pour un F-groupe 
réductif connexe M signifie les données suivantes 

- un torseur intérieur cj) : M xp F ^> M* xp F, où M* est un F-groupe réductif quasi- 
déployé ; 

- une paire de Borel (T*, B*) de M* définie sur F ; 
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- un C-groupe réductif M muni d'une paire de Borel (T, B) ; 

- une action p de Tp sur M qui laisse (T,B) invariante. 

- un isomorphisme Tj?-équivariant entre les données radicielles basées Vf (M*, T* , B*) v —> 

(M, f, B), où • • ) v désigne le dual. 
C'est possible de rigidifier certains de ces choix en fixant des F-épinglages ; nous ne le faisons 
pas dans cet article. Il existe toujours une donnée de L-groupe pour M, ce que l'on fixe. On 
introduit ainsi le L-groupe L M := M x Wf- 

Supposons maintenant que M est un sous-groupe de Lévi de G. Fixons Pq G V (M). On 
dira que les données de L-groupes pour G et M sont compatibles si elles vérifient les conditions 
suivantes : 

- le torseur intérieur <j> : G — > G* se restreint en celui pour M, disons 4>\m '■ M — > M*, tel 
que Pq := 4>(Pq) est défini sur F ; 

- notons (T*,(B M )*) la paire de Borel pour M* , la paire de Borel pour G* est (T*, B*) où 
B* est l'unique sous-groupe de Borel tel que (B M )* C B* C Pq ; 

- M C G, les actions galoisiennes étant compatibles ; 

- notons (f, Ê M ) la paire de Borel pour M, la paire de Borel pour G est de la forme (T, B) ; 

- à Pq est associé l'ensemble de ses racines simples Ap* qui correspond par dualité à l'en- 
semble Ap Q , où P 6 V Ô (M), tel que P M C B C P ; 

- les isomorphismes *(M*, T*, (B M )*) V ^> V(M,T,Ê M ) et ^(G*,T*,B*) V ^ ^(G,f,Ê) 
sont compatibles. 

De tels choix sont possibles. Ces choix induisent une inclusion canonique L M L G. Cela 
permet aussi de définir une application injective C G {M) — > C G (M). Son image consiste des 
L G C G (M) tels qu'il existe P G V G (L) tels que L et P sont tous r^-stables. Cf. g] §1. 

3 Endoscopie métaplectique 

Le corps local F et le caractère ifi : F — > C x sont fixés dans cette section. 

3.1 Données endoscopiques 

Soit (W, (D) un F-espace symplectique de dimension 2n, n G Z>o- Posons G := Sp(W). Un 
sous-groupe de Lévi M correspond à des sous-espaces de W 

(e\ei) ieI ,w b 

où 

- I est un ensemble fini ; 

- pour tout i, [t @ £i, (D) est un F-espace symplectique dont t et £i sont des lagrangiens ; 

- (W b , (D) est un F-espace symplectique; 

- on a une somme directe orthogonale W = © ig /(^ © ^i) © W . 
Posons ni := dim^j, alors 

M = J^GL(ni) x Sp(VT b ). 

iei 

Les sous-groupes de Lévi de G sont ainsi paramétrés, à conjugaison par G(F) près, par les 
données (I, (ni)i 6 j) où 

- J est un ensemble fini, 

- (rii)i£i G Z> x à permutation près, 
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telles que m := n — ru > 0. 

Fixons un sous- groupe de Lévi M associé à la suite de sous-espaces comme précédemment. 
Soit p : G — > G (F) le revêtement métaplectique, alors (voir [TT] §5.4) p : M —ï M(F) est 
canoniquement isomorphe au revêtement 

M = H GL(m) x Sp(W b ) ^ H GL(m) x Sp(W^), (1) 
iei iei 

où la restriction de p à la composante Sp(Ty b ) est encore notée par p. Remarquons que, tandis 
que le choix des espaces symplectiques (W , (|)), (W, (|)) n'affecte pas les groupes à isomorphisme 
près pourvu qu'ils aient les bonnes dimensions, il affecte les plongements M <— >■ G et M G. 
Par ailleurs, selon [TT], les candidats de sous-groupes hyperspéciaux et de facteurs de transfert 
dépendent aussi de la forme^ symplectique. S'il n'y a pas de telles dépendances à craindre, on 
écrira G = Sp(2n) et G = Sp(2n), idem pour M, M. 

Définition 3.1.1. Les revêtements p : M — > M{F) de la forme (UJ sont dits de type métaplectique. 
Par abus de notation, on dit aussi que M est un groupe de type métaplectique. Ici c'est sous- 
entendu que l'on a choisi (W b , (|)). 

Si p : L — > L(F) est de type métaplectique et M C L est un sous-groupe de Lévi, alors 
la restriction p : M — > M(F) est aussi de type métaplectique de façon évidente. On dit aussi 
que M est un sous-groupe de Lévi de L. Les notions de distributions spécifiques et de fonctions 
anti-spécifiques (cf. [UJ §2.1) s'adaptent à ce cadre sans difficulté. 

Rappelons que le dual de Langlands de GL(n) est le groupe complexe GL(n, <C) et celui de 
SO(2n + 1) est Sp(2n, C), tous munis de l'action galoisienne triviale. La définition ci-dessous 
reflète l'analogie entre Sp(W) et SO(2n + 1). 

Définition 3.1.2. Soit M = Uiei G H n i) x Sp(W b ) un groupe de type métaplectique avec 
dim W b = 2m. Posons 

[}GL(n;,Q x Sp(2m,C), 
iei 

nc x x{i}, 

tel 

où on identifie C x au centre de GL(nj,C) pour chaque i 6 /. H y a une bijection naturelle 

entre les classes de conjugaison des sous- groupes de Lévi de M et celles de M. Munissons M de 
l'action triviale de Tp. 

Donnons une définition ad hoc des données endoscopiques de M ; une interprétation plus 
naturelle sera donnée dans l3.L~8l 

Définition 3.1.3. Avec les notations précédentes, une donnée endoscopique de M est une classe 

dans 

£(M) := Z%\{s G M : s est semi-simple}/conj. 

M 

Écrivons s = ((si)i^i,s b ). Chaque Sj détermine une donnée endoscopique de GL(rtj), à 
laquelle est associé le groupe endoscopique M\. Supposons que les valeurs propres de s sont 

af 1 , . . . , o^ 1 , +1 , -1 

ki fois k r fois 2m' fois 2m" fois 
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où ai, . . . , a r 7^ ±1 et ai ^ a^ 1 si i ^ j. Définissons le groupe endoscopique associé comme 

r 

M ! := J\M\ x Yl GL{kj) x SO(2m' + 1) x SO(2m" + 1). 

tel j=i 

Remarque 3.1.4. Si Al = Yl i€l GL(rij) x jjg, i.e. s'il n'y a pas de revêtement, alors la définition 
ci-dessus se réduit à l'endoscopie pour le groupe réductif connexe M = Y\ i£l GL(nj). En général, 
on se ramène aussitôt à l'étude de l'endoscopie pour GL et de l'endoscopie pour Sp. 

Définition 3.1.5. On dit que s G £{M) est elliptique si ^~( s ) (bien défini à conjugaison près) 

n'appartient à aucun sous-groupe de Lévi propre de M. L'ensemble des données endoscopiques 
elliptiques pour M est noté £ e \\(M). 

Le résultat suivant est immédiat. 

Proposition 3.1.6. Soient M = Hiei G H n i) x §p(VF) et s = ((si) i€l ,s b ) G £ (M), alors s est 
elliptique si et seulement si s-i est central dans GL(nj,C) pour chaque i £ I et (s b ) 2 = 1. Dans 
ce cas-là, on a 

M 1 = JjGL(rii) x SO(2m' + l) x SO(2m" + 1), m' + m" = m. (2) 

tel 

Par conséquent, £ e u(M) est en bijection avec {(m', m") G Z> : m' + m" = m} : la multi- 
plicité de 1 (resp. —1) dans les valeurs propres de s est égale à 2m' (resp. 2m"). 

Remarque 3.1.7. Pour le cas M = Sp(W), on se ramène au formalisme posé dans 

Proposition 3.1.8. Soient L un groupe de type métaplectique et s £ £{L). Alors il existe un 

sous-groupe de Lévi M et sm G M tels que 

- sm détermine une donnée endoscopique elliptique pour M dont le groupe endoscopique 
M 1 est isomorphe à L ! ; 

- via l'inclusion M M- L, s m détermine la donnée endoscopique s pour L. 

Le Lévi M est unique à conjugaison près. La donnée endoscopique elliptique pour M déterminée 
par sm est unique. On en déduit une application surjective 

£{L)^ [J ^n(M). (3) 

Af/conj 

Démonstration. On se ramène aussitôt aux cas L = GL(n) ou L = Sp(2n). Il suffit de traiter le 
deuxième cas. Soit s G £ (L) ; on en prend un représentant dans L, noté encore par s. Il existe 
un Lévi de L, noté M, tel que l'on peut écrire 

M = JJ GL(n, ; , C) x Sp(2m, C), 
s= ((si) ie/ ,s b ) G M, 

où 

- les valeurs propres de s b G Sp(2m,C) sont ±1; 

- Si G C x = Z GL ( n . iC ) et Si / ±1 pour tout i ; 
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- Si ^ Sj si i ^ j. 

Alors M est unique à conjugaison près. On prend M un Lévi de L dual de M et on prend 
sm '■= s. La donnée endoscopique pour M déterminée par sm est elliptique et M 1 = L ! d'après 
13.1.61 Un tel élément dans £ e \\{M) est déterminé par la multiplicité de +1 (resp. —1) dans les 
valeurs propres de la composante en Sp(2m, C) de sm- Or c'est égal à la multiplicité de 1 (resp. 
—1) dans les valeurs propres de s, d'où l'unicité. 

Montrons la surjectivité de ([3]). Fixons une donnée endoscopique dans £ e \\{M) déterminée 

par un élément s m G M. On peut prendre s = sut où t G Z%^_ est en position générale de sorte 

M 

que s vérifie les conditions précédentes relativement à M. La surjectivité s'ensuit. □ 

Remarquons que M admet la description comme le commutant dans L du centre connexe de 
Z~(s). La théorie que nous élaborerons ne dépend que de l'image de s sous ([3]), pour l'essentiel. 

Soient L, M, M ! comme ci-dessus. Comme dans l'endoscopie de groupes réductifs connexes, 
on a 

Q-L "->■ -> d M 1 = a V - 

Une donnée endoscopique pour L est elliptique si et seulement si a L \ — > via ces applications. 
Parallèlement, on a des inclusions 

zl ^ z%, ^ z t j: = Z~ F . 

L M M'- L'- 

3.2 Correspondance des classes géométriques semi-simples 

Fixons L un groupe de type métaplectique. Soient s G £{L) et L 1 le groupe endoscopique 
associé. Notre but est de définir une application 

D'après [3.1.81 il existe un sous-groupe de Lévi M tel que s induit une donnée endoscopique 
elliptique de M et M ! = L ! . On sait définir une application ^| éo (M ! (F)) ->• ^ s f°(M(F)) ; en ef- 
fet, selon ([2]), l'endoscopie est tautologique en les composantes GL et c'est la situation considérée 
dans [TT] en la composante Sp, pour laquelle une application fi des classes géométriques semi- 
simples est déjà définie. Rappelons-la brièvement. 

Supposons momentanément que M := Sp(W^), le groupe endoscopique elliptique de M 
associé à la paire (m', m") est M ! = SO(2m' + 1) x SO(2m" + 1). Soit 7 = (7', 7") G M 1 (F) 
semi-simple ayant valeurs propres 

a'i, ■ ■ ■ ,a' n >, !) ( a n') -1 > • • • > ( o/ i)~\ax, • • • 1, (a"») -1 , • • • , {a")' 1 . 

N v ' * v ' 

provenant de 7' provenant de 7" 

On dit que ô G M(F) correspond à 7 s'il est semi-simple avec valeurs propres 

a'i, . . . , a' n ,, (a' n ,) 1 ,...,(a' 1 ) , — a±, . . . , — a^„, — (a'^„) (a'{) . 

On en déduit une application ^ s g s eo (M ! (F)) ->• ^ s f°(M(F)). Le cas où M est de type métaplectique 
s'ensuit. 

Composons ^£°{M ] (F)) ^ s f°(M(F)) avec l'application canonique <^I éo (M(F)) tf£°{L{F)) 
on obtient [i. On récapitule la situation par le diagramme suivant. 

L 

Lévi 



On dit que 7 G L'(F) SS et ô G L(F) SS se correspondent si leurs classes géométriques se 
correspondent via \i. 

Proposition 3.2.1. Supposons que ô G L(F) SS et 7 G L'(F) SS se correspondent. Si ô est 
régulier, alors ô et 7 sont tous fortement réguliers et on a 

Démonstration. Dans L, régulier implique fortement régulier et on se ramène au cas où L ! est 
un groupe endoscopique elliptique pour L. On se ramène ensuite au cas L métaplectique qui est 

traité dans [UJ. □ 

Remarque 3.2.2. Jusqu'à maintenant, nos définitions ont peu à faire avec le corps F et le 
revêtement n'y intervient pas. Donc on peut aussi définir les données endoscopiques, la no- 
tion d'ellipticité et la correspondance ci-dessus dans le cas où F est un corps global. Nous ne 
l'utiliserons pas dans cet article. 

Supposons maintenant M de type métaplectique, s G f e u(M) et M ! est le groupe endosco- 
pique elliptique associé. Nous allons définir le facteur de transfert. Ecrivons 

M = J]GL(n<) x Sp^ b ), 
iei 

M- = Y[ GL(nj) x SO(2m' + 1) x SO(2m" + 1). 

iei 

Soient 7 G M ! (F)M-reg 5 <5 G M(i ? ) reg qui se correspondent. On isole les composantes dans GL(nj) 
en les écrivant comme 7 = ((7i)iei"> Yi Y') et (5 = ((5,)^/, 5^). Alors 7^ := (7', 7") et 5^ sont 
réguliers et ils se correspondent pour l'endoscopie elliptique associée à la paire (m', m"). On 
applique la théorie de [TT] . 

Définition 3.2.3. Soient <5, 7 comme ci-dessus. Soit ô = ((ôi)i & i , <r) G p _1 (5), on définit le 
facteur de transfert par 

A( 7 ,5) = A M! ^(7,5) :=A( 7 b ,5 b ). 

Si ô G M (F) et 7 G M ] (F) ne se correspondent pas, on pose A(7, ô) = pour tout 
^Gp- 1 ^). 

Ce facteur vérifie toutes les propriétés énumérées dans [TT] §1. En particulier, il ne dépend 
que de la classe de conjugaison géométrique de 7 et la classe de conjugaison de ô ; on a aussi 
A(7, e5) = eA(7, 5) pour tout s G djs- 

On dit que 7 G M'(F) SS est L-régulier s'il correspond à un élément ô G M(F) qui est régulier 
dans L(F). On note la sous- variété ouverte des éléments L-réguliers par M' L _ , c'est inclus 
dans M]^_ reg . 

Remarque 3.2.4. On peut étendre [3. 2. 31 au cas des données endoscopiques non elliptiques d'un 
groupe métaplectique. Soit 7 G M^_ Teg (F). Notons S M [7] l'ensemble des classes de conjugaison 
dans M (F) qui correspondent à 7, et ^[7] la variante pour L au lieu de M. C'est bien connu 
(eg. [13] 5.4 (4)) que l'application naturelle H M [7] — > ^^[7] est bijective. Pour tout ô G G tel 
que ô correspondant à 7, on peut choisir un conjugué 5m ^ M (F) ; alors ô est conjugué à un 
élément 6m £ M. Posons 

A( 7 ,5) := A( 7 ,5 M ) 
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en utilisant le cas elliptique 13.2.31 Montrons qu'il est bien défini. Soient ôj^, 5 2 M deux choix 
comme ci-dessus. Il existe alors x,y G L(F) tels que xôx -1 = 8 l M , yôy" 1 = ô M . On sait aussi 
qu'il existe m G M (F) tel que môj^m -1 = Ô 2 M . Donc l'action adjointe par m _1 yx _1 préserve 5 l M . 
Rappelons que deux éléments dans un groupe de type métaplectique commutent si et seulement 
si leurs images par le revêtement commutent. Il en résulte que m~ 1 yx~ 1 centralise ô\f, d'où 
mJjy-m -1 = 5 2 M et 



'Mi 

A( 7 ,âk) = A( 7 ,âU 



3.3 L'ensemble £ M \{G) 



Prenons désormais G = Sp(W) et M un sous-groupe de Lévi de la forme M = Y\ ieI GL(rij) x 
Sp(iy t '). Supposons choisis Po G 'P(M), des paires de Borel (T,B M ) et (T,B) définies sur F 
pour M et G, respectivement, telles que B M C B C Pq (cf. S|2]). En particulier, M est un Lévi 
standard de G pour ces choix. 

Fixons toujours so G £ e \\(M) et le groupe endoscopique elliptique associé M'. On prend un 

représentant dans M de la classe so et on le note abusivement par le même symbole sq. Ecrivons 
sq = ((so,i)î6/, s° Q ) selon la décomposition M = Yl ieI GL(nj, C) x Sp(2m, C). 

Définition 3.3.1. Posons 

S M i(G) := {s G sqZ^/ZI : (la classe de s) G £ e ii(G)}. 

Kl G 

C'est sous-entendu que cet ensemble dépend de sq, non seulement du groupe M ! . 
Lemme 3.3.2. On a \£ M i(G)\ = 2^1 

Démonstration. La donnée endoscopique étant elliptique, on a so,i G C x pour tout i G I On 
peut prendre un représentant de so tel que so,j = 1 pour tout i & I. Alors 

S M '(G) = {((s i ) ieI ,s\ ) )eM:s i = ±l} 
d'après 13.1.61 d'où l'assertion. □ 

Soit s G £ M '.(G), il fournit un groupe endoscopique elliptique pour G, noté G[s] dans ce 
contexte. Écrivons s = ((si)i,s ) avec S{ = ±1 comme dans la preuve de 13.3.21 et posons 



I' := {i G / : Si = +1}, 
I" 

n' := m t 

ier 

n := m + y n^. 



{iel :si = -1}, 
m' + y^nj, 



ie/" 

Alors n' + n" = n et s est la donnée endoscopique elliptique de G associée à la paire (n',n"). 
Donc on a G[s] = SO(2n' + 1) x SO(2n" + 1). D'autre part, on peut plonger M ! dans G[s] de 
la façon suivante : Yl ieI > GL(nj) x SO(2m' + 1) (resp. GL(nj) x SO(2m" + 1)) se plonge 

dans SO(2n' + 1) (resp. SO(2n" + 1)) comme un sous-groupe de Lévi. Ce plongement est unique 
à conjugaison près par G[s](F). On récapitule la situation par le diagramme suivant. 
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Lévi 



Lévi 



endo.ell. 

M 1 M 

Dans cette situation, le Lévi M de G correspond à la paire (G[s],M') au sens de [TT] §5.4. 
On peut regarder M 1 de deux manières : un groupe endoscopique elliptique du Lévi M de G, ou 
un Lévi du groupe endoscopique elliptique G[s] de G. Au contraire du cas des groupes réductifs, 
il y une différence comme suit. 

Définition 3.3.3. Soit s G £ M \{G). Posons z[s] := ((zi)i e i, 1) G Z M <(F) où Z{ = +1 (resp. 
— 1) si i 6 V (resp. si i G I"). C'est contenu dans tout sous-groupe hyperspécial de M\F). 
Soit 7 G M ! (F) , posons 7 [s] := z[s\^. Signalons aussi que l'on peut translater une classe de 
conjugaison dans M' (F) par l'élément central z[s}. 

Cette définition se généralise immédiatement au cas G de type métaplectique et s G £ M \ (G) : 
les facteurs GL supplémentaires de G n'y interviennent pas. 

Plus généralement, soit s G sqZ^/Z-. Alors il existe un sous-groupe de Lévi L de G conte- 

M G 

nant M, tel que s G £ M \(L). On définit z[s] G Z M \(F) et l'application 7 h-» 7 [s] = 2 [s] 7 sur 
M- (F) par référence à L. 

Proposition 3.3.4. Notons m : tf s f° (M 1 (F)) -> % 9 s éo (G(F)) le composé de % s (M l (F)) -> 
< rf ss (G[s](F)) (induit par l'inclusion) avec \i : c é' ss {G[s\(F)) — > c é' ss {G{F)) (induit par l'endoscopie 
déterminée par s). Alors 

H 1 (0)=vl(z[s].0) 

pour tout O G ^Is°{M\F)). 

Démonstration. C'est clair d'après la définition de [i. □ 

Notons qu'il y a une inclusion canonique W G ^(M l ) M> W G {M). En effet, notons 6 ± (I) 
le produit semi- direct X (Z/2Z) 7 , où 6(1) est le groupe symétrique opérant sur /. Alors 

W G {M) s'identifie à 6 ± (I), tandis que W G ^{M l ) s'identifie à 6 ± {I') x 6 ± (I"). 

Le résultat suivant est alors immédiat. 

Proposition 3.3.5. L'isomorphisme a M \ — > om est équivariante par rapport à W G ^ S \M*) "—ï 
W G (M). 

Proposition 3.3.6. Désignons par A M < ^ et q les facteurs de transfert associés aux 

données sq et s, respectivement. Soient 7 G M ! (F)G- rC g et 5 G M(F)c-reg lui se correspondent. 
Pour tout 5 G p^ 1 (5), on a 

A M',m(7^) = A g[s],g(7W^)- 
Démonstration. Adoptons la notation dans 13.2.31 D'après la descente parabolique de Aqi 1 g, 
[TT] 5.18, appliquée en (^y[s],6), on a 

A G[s],gH S ]^) = A SO(2m'+l)xSO(2m"+l),s5(VK b )( 7b '^)- 

Or c'est exactement la définition de A M < ^(7, S). □ 

Remarque 3.3.7. Cette propriété et 13.3.41 permettent d'étendre le transfert (vrai pour tout 
corps local F de caractéristique nulle) et le lemme fondamental non pondéré aux données en- 
doscopiques non elliptiques de G ; le facteur de transfert étant celui défini dans I3.2.H En effet, 
on le réduit de façon usuelle au transfert (resp. au lemme fondamental) elliptique suivi par une 
descente parabolique des intégrales orbitales. Les détails sont laissés au lecteur. 
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4 Intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions 
stabilisées 

Dans cette section, F est une extension finie de Q p . Posons toujours G := Sp(W). Supposons 

que 

~ V'Iof = 1> V'Ip- 1 non trivial; 

- p est suffisamment grand par rapport à G. 
Fixons aussi un Lévi M de G associé à la donnée de sous-espaces ^*)ie/,W), posons rii := 
dim^j pour tout i G /, alors M est de la forme 

M = JjGL(nj) x sl)(W b ). 

Posons 2m = dimp W . 

4.1 Intégrales orbitales pondérées non ramifiées anti-spécifiques 

Fixons un réseau autodual £ C W par rapport à (|) et posons K := StabG(_F)(£) C G (F), 
c'est un sous-groupe hyperspécial de G (F). Supposons que £ est en bonne position relativement 
à ((£i,t) i£l ,W b ), c'est-à-dire 

£ = ((^ n £) e (f n £)) e (iy b n £). 

Cela entraîne que K M := K n M(F) est aussi hyperspécial dans M (F). Fcrivons K = 
Y\ iG j K^ 1 x . Le modèle latticiel de la représentation de Weil induit un scindage 
Sp(Ty b ), d'où le scindage K M M. Idem, K ^ Sp(PF). Bien entendu, il faut une compatibilité. 

Proposition 4.1.1. Le diagramme suivant est commutatif. 

K -G 



^ M *" M 

Démonstration. On se ramène aussitôt au cas M = GL(n). D'après [llj 2.13, on a la compa- 
tibilité cherchée sur un F-tore maximal déployé dans M. D'autre part la compatibilité sur des 
sous-groupes unipotents est automatique. On en déduit la compatibilité sur la grosse cellule de 
M par la décomposition de Bruhat, et le cas général en résulte par densité. □ 

Prenons la mesure de Haar sur G (F) de sorte que mes(-fT) = 1 ; cette mesure ne dépend 
pas du choix de K. Le scindage du revêtement p au-dessus de K permet de définir la fonction 
f K e C^.(G) telle que 



Îk{x) = 




si x G eK, e € qjs; 
sinon. 



Fixons so G £ e \\(M), auquel est associé le groupe endoscopique 

M ' = Il GL ( n i) x SO(2m' + 1) x SO(2m" + 1). 

tel 

tel que m' + m" = m. 
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On sait définir la fonction poids d'Arthur v M ■ M(F)\G(F)/K ->• M> (voir [2j). Elle dépend 
du choix de K et de la mesure de Haar sur cim induite du choix d'une forme quadratique définie 
positive sur om, invariante par W G (M), ce que l'on fixe dorénavant. 

Soit 5 G G TCg (F). On normalise la mesure de Haar pour le tore T(F) := G s (F) comme suit. 
D'après [6] 4.4, il existe un Oir-schéma en groupes canonique T, qui est lisse et de fibre générique 
T. Alors T°(0ir) s'identifie à un sous-groupe ouvert de T(F). Prenons la mesure de Haar sur 
T(F) telle que mes(î°(0F)) = 1. La même convention s'applique aux commutants des éléments 
fortement réguliers dans n'importe quel -F-groupe réductif connexe. Puisque la construction 
ne dépend que du tore T, c'est compatible avec la correspondance des mesures utilisée pour 
l'endoscopie [13] 2.8, ainsi que sa variante métaplectique [TT] §5.5. 

Définition 4.1.2. Soit S G G reg . Fixons la mesure de Haar sur G s (F) comme ci-dessus et 
posons 

r% )K (6):=\D G (5)fi f f K {x- l ~5x)v M {x)àx, 

G S {F)\G(F) 

où D G {5) := det(l - Ad (5)\g/ Q S ). 

Définition 4.1.3. Soit 7 G Mq_ (F). L'intégrale pondérée endoscopique non ramifiée en 7 
est définie comme 

5eM(F)/conj 

où 6 G p _1 (5) est quelconque; le produit A (7, K (S) ne dépend que de 7 et ô. C'est une 
somme finie, en fait la somme porte sur les classes de conjugaison dans /i(O st (7)). 

Rappelons brièvement les fonctions stabilisées définies par Arthur. Pour l'instant, soient L 
un .F-groupe réductif connexe non ramifié et R un sous-groupe de Lévi de L. Supposons aussi 
fixée une forme quadratique définie positive sur or, invariante par W L (R). Imposons les mêmes 
choix de mesures de Haar sur L(F) et sur les F-tores que précédemment. 

On dit que 7 G R(F) SS est L-régulier s'il est régulier comme un élément dans L(F) SS . La sous- 
variété ouverte des éléments L-réguliers est notée i2i_ reg . On définit (voir [5] 5.1) la fonction 
stabilisée 

4 : R L -re g (F) -> C. 

Si 71,72 S RL-veg(F) sont stablement conjugués, on a s^ji) = 5^(72). Ces fonctions ne 
dépendent que de la mesure sur or induite par le choix de la forme quadratique. 

4.2 Énoncé du lemme fondamental pondéré 

Conservons les mêmes notations. On a l'inclusion <^-> Zq-,. Soit s G £ M \(G). On a aussi 

Z%. Z^t~,. Ces inclusions ont des conoyaux finis, donc c'est loisible de poser 

G G i s i 

Ïm'-{G,G[s]) := j- M. (4) 

Prenons les formes quadratiques positives définies invariantes sur a M \ et sur om qui se 
correspondent par l'identification a A/ ! ~ om, qui est équivariante pour 

Soit 7 G -^G-reg(^)' a l° rs l[ s ] es t aussi G [s] -régulier. Ainsi, 7 1— > s G p\'-f[s]) est bien défini et 
il ne dépend que de la classe de conjugaison stable de 7. Le principal résultat de cet article 
s'énonce comme suit. 
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Théorème 4.2.1 (Cf. [S] 5.1). Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non standard 
sur les algèbres de Lie \5.3.1[ Pour tout 7 € M' G _ reg (F), on a 

^U(7)= £ i^(^G f W). fl 2r I (7W). 
s6£ m! (G) 

Le lemme fondamental pondéré non standard sera rappelé dans le §5.31 La démonstration 
du théorème occupera le reste de cet article. 

Remarque 4.2.2. Lorsque M = G, on a £ G <(G) = {sq}, j[sq] = 7 et G[so] = G'- On a aussi 
î G i (G, G 1 ) = 1. Dans ce cas-là r^, ^(7) est l'intégrale orbitale endoscopique de la fonction et 

s^j (7) est l'intégrale orbitale stable de la fonction caractéristique d'un hyperspécial quelconque 
de G 1 (F). Donc se réduit au lemme fondamental pour l'unité [TT] 5.23. 

Les définitions des intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions stabilisées 
correspondantes se généralisent sans peine au cas G de type métaplectique : il suffit de combiner 
la théorie pour les groupes GL(-) avec le résultat pour Sp(W). 

Corollaire 4.2.3. L'assertion \4.2.I demeure valable dans le cas plus général où G est de type 
métaplectique. 



5 Endoscopie : standard et non standard 
5.1 Endoscopie standard 

Données endoscopiques Soit R un F-groupe réductif muni d'une donnée de L-groupe 
(T, Ê, . . .). On appelle donnée endoscopique pour R un quadruplet (R\lZ l , s, Ç) tel que 

- R 1 est un F-groupe réductif connexe quasi-déployé, muni d'une donnée de L-groupe ; 

- 1Z 1 s'inscrit dans une extension topologique scindée 

1 -> R 1 -»• TZ l -> W F -»• 1 

telle que l'action de Wp sur R- coïncide avec p ; 

- s G R est semi-simple ; 

- £ : TZ' — > L R est un L-homomorphisme, i.e. il commute aux projections sur Wf, tel que : 

- il existe un 1-cocycle a : Wf — > Z$, dont la classe cohomologique est triviale, tel que 
Ad (s) o £(z) = a(w(x))^(x) pour tout x € 1Z', où w(x) désigne sa projection dans Wf ; 

- £ induit un isomorphisme R- — > Z^(s) . 

On dit aussi que i? ! est un groupe endoscopique pour iî associés à s. Un isomorphisme 
entre deux données endoscopiques (R 1 , 1Z', s, £) et {R'\lZ'\ s 1 de iî est un élément r £ R 
tel que Ad(f)|(7e ! ) = et Ad(f)(s) = s' mod Z & . On dit qu'une donnée endoscopique 

(R ] ,K-,s,i) est elliptique si £(ZtI )° c % On dit que cette donnée est non ramifiée si 

- la caractéristique résiduelle p de F est suffisamment grande par rapport à R ; 

- R est non ramifié et le torseur intérieur fixé est l'identité ; 

- R' est non ramifié et D ^(s)° x J>. 

À isomorphisme près, on peut supposer que s G T et (Ç _1 (T), ^ _1 (-B)) est la paire de Borel 
rV-invariante de R'. L'endoscopie fournit une inclusion T^-équivariante Z^ <—> Z^. D'autre 
part, en dualisant Cl|-i(r)> on obtient une inclusion 0^ a^\. La donnée endoscopique est 
elliptique si et seulement si qr —> a R \ . 
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Une construction d'Arthur Supposons que R est un sous-groupe de Lévi d'un F-groupe 
réductif non ramifié L. Choisissons Pq G C L (R), qui fait partie du choix des données de re- 
groupes compatibles pour L et R, ce que l'on fixe, dont les torseurs intérieurs sont id. 

La construction suivante est due à Arthur [4j. Soit (R 1 , 1Z', sq, £) une donnée endoscopique 
elliptique non ramifiée pour R. Soit s G sqZ^ f /Z T f F ' . Posons 



L[s] 
C[s] 



C[s] — > L L est l'inclusion. 



Cela fournit une donnée endoscopique (L[s], C[s], s, pour L qui est encore non ramifiée. 
Posons 

e Rt (L) := {s G s Z T - F /Z^ F : (L[a],C[a],8,£[a]) est elliptique}. 

ri, Li 

C'est un ensemble fini d'après [3] §4. Soit s G £ R i(L), alors on peut regarder R l comme 
un sous-groupe de Lévi de L[s]. L'endoscopie elliptique fournit l'homomorphisme W L ^(R') 

pour lequel l'isomorphisme — > a R < est équivariant. On sait aussi définir le coefficient 

[Z£? : Z Tf ] 
i R <(L,L[s]):^- ' »' " ' 



\ZÏ£- : Z\ 



Le lemme fondamental pondéré sur les algèbres de Lie Plaçons-nous dans la construc- 
tion d'Arthur. Fixons une donnée endoscopique elliptique non ramifiée {R , 1Z' , so , £) pour R. 
À cette donnée est associée une correspondance de classes de conjugaison géométriques semi- 
simples entre les algèbres de Lie t(F) et x'(F). On définit ainsi la sous- variété ouverte des 
éléments L-régulières r^_ reg de façon usuelle. 

Fixons un sous-groupe hyperspécial K de L{F) en bonne position relativement à R, ce qui 
détermine un réseau hyperspécial ï C l(F). Fixons aussi une forme quadratique définie positive 
W L (i?)-invariante sur an ; on obtient ainsi une forme quadratique définie positive sur a^i qui 
est W^M^^-invariante pour tout s G £ R \(L). Notons lj la fonction caractéristique de i. Ces 
choix permettent de définir les intégrales orbitales pondérées de lj 

r^ K (X) := \D L {X)\ï j l t (x- 1 Xx)v R (x)dx, X G t reg (F), 
L X (F)\L(F) 

où D L (X) := det(ad (X)\l/lx)- Les mesures de Haar sont choisies comme dans le §4.2l 
On définit le facteur de transfert 

A : 4_ rcg (F) x t reg (F) -»■ C 

qui est adapté à K, cf. [12] 4.7. On définit les intégrales orbitales pondérées endoscopiques 

: {Y) = Y, A(y,A)r^(A), 

Xet(F)/conj 



ainsi que les fonctions stabilisées s^[ s '(Y), pour tout Y G X'L^ TCg {F) et tout s G £r<(L) (voir [Ï3] 
ou $JJ). Fnonçons le lemme fondamental pondéré comme suit. 

Théorème 5.1.1 (Chaudouard, Laumon 0[8], Waldspurger [H]). Pour tout Y G %_ reff (F), 
on a 



r R'-.K 



00= E i#(L,L[8])8$ ] 0O. 
ses Rl (L) 
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5.2 Exemples 

Nous allons considérer l'endoscopie elliptique des groupes linéaires généraux, symplectiques 
et unitaires. Nous en donnerons les conditions pour que la donnée endoscopique soit non ramifiée 
et la construction d'Arthur sera explicitement décrite. Le cas non elliptique sera traité dans l5.2^H 

Exemple 5.2.1. Soient m G %>o, R ■= GL(m). La seule donnée endoscopique elliptique pour 
GL(m) à isomorphisme près est la donnée tautologique 

Exemple 5.2.2. Soit R := Sp(2m). Alors R = SO(2m + 1,C). Soit (R l ,Rj-,s,£) une donnée 
endoscopique elliptique pour R. Les valeurs propres de s sont forcément ±1 d'après Pellipticité. 
Notons 2m' + 1 la multiplicité de +1 et 2m" celle de —1. On a 

R 1 = SO(2m' + 1, C) x SO(2m", C). 

Donc 

R ] = Sp(2ro') x SO(V",q") 

où (V", q") est un F-espace quadratique de dimension 2m" ayant noyau anisotrope de dimension 
< 2 car R' est quasi-déployé. On exclut le cas dimV" = 2 et (V",q") hyperbolique, pour lequel 
la donnée endoscopique n'est plus elliptique. De plus, SO(V" ,q") détermine H*. 

Inversement, toutes données m' et (V",q") comme ci-dessus proviennent d'une donnée en- 
doscopique elliptique, unique à isomorphisme près. La donnée endoscopique est non ramifiée si 
et seulement si (V", q") admet un réseau autodual à homothétie près. 

Supposons R' de la forme ci-dessus. Soient X G t reg (F), Y = (Y', Y") G t[ eg (F), alors X et 
Y se correspondent si et seulement s'ils se correspondent par valeurs propres, c'est-à-dire 

- les valeurs propres de Y' sont ±a' 1; . . . , ±a! m , ; 

- celles de Y" sont ±a", . . . , ±a' m „,0 ; 

- celles de X sont ±a' 1: . . . , ±a' m ,,±a", . . . , ±a^». 
Prenons maintenant un ensemble fini /, (nj)j g / € ^>d et 

L = Sp(2n), 

R = JjGL(ni) x Sp(2m), 
iei 

R 1 = JjGL(ni) x Sp(2m') x SO(V",q"), 
iei 

tels que m + ^«g/ n i = n -> ou m > m ' e ^ (V',q") vérifient les conditions précédentes, qui font 
de R: un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R (tautologique en les composantes 
GL(rij)). À isomorphisme près, l'élément sq correspondant dans la donnée endoscopique est de 
la forme 

s = ((i) i6J , 4) g n cx x s °( 2m + x » c ) c r - 

iei 

Les éléments s G 6^.{L) sont en bijection avec les décompositions / = /'□/" : à une telle 
décomposition est associée s = ((si)j 6 /, s Q ) avec Si = 1 (resp. Si = —1) si i G V (resp. si i G I"). 
Soit s G S R i(L), on introduit le groupe endoscopique elliptique L[s] de L; écrivons-le comme 

L[s] = Sp(2n') x SO{U",r") 

d'après ce qui précède. On a des inclusions uniques à conjugaison près : 

Yl GL{m) x Sp(2m') ^ Sp(2n'), 
iei' 

Yl GLfc) x SO(V",q") ^ SO(U",r"). 

iei" 
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Ces flèches font de R' un sous-groupe de Lévi de L[s\. Ainsi, SO(U" ,r") est aussi déterminé : à 
homothétie près, (U",r") et (V",q") ont le même noyau anisotrope. 

Inversement, tout (U",r") ayant le même noyau anisotrope que (V",q"), pris à homothétie 
près, provient d'un unique s G S^.(L). 

Exemple 5.2.3. Soient E/F une extension quadratique et R := U^/^(m), le groupe unitaire 
quasi-déployé qui est isomorphe à GL(m) sur E. On a R = GL(m, C). Il est muni de l'action 
du groupe T E j F := Vf/Te '■ l'élément non trivial dans T E j F opère, modulo automorphismes 
intérieurs, en renversant le diagramme de Dynkin A m _i, On introduit ainsi le L-groupe h R. 

Décrivons les données endoscopiques elliptiques (R\ 1Z 1 , s, £) pour R. Les valeurs propres de 
s sont ±1 ; notons m' la multiplicité de 1 et m" celle de —1. Alors 

= GL(m',C) x GL(m",C). 
Étant donné (m', m"), il n'y a qu'une seule possibilité de i? ! et de 7£ ! : 

R- = U E/F (m') x XJ E/F (m"). 

Inversement, toute donnée endoscopique elliptique de R s'obtient d'une paire (m', m") telle 
que m' + m" = m, unique à la symétrie (m', m") i— > (m", m') près. La donnée endoscopique est 
non ramifiée si et seulement si E/F l'est. 

La correspondance des classes de conjugaison est similaire au cas du groupe symplectique, 
c'est-à-dire la correspondance par valeurs propres des applications .E- linéaires. Nous ne la 
répétons pas. 

Supposons maintenant que E/F est non ramifiée. Prenons I,(nî)i^j comme dans I5.2T21 et 
posons 

L = U E/F (n), 

R = II GL E( n i) x U £ /jF (m), 
iei 

R [ =Y[GL E ( ni ) x U E/F (m') x XJ E/F (m"), 
iei 

qui font de iî ! un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R. On peut supposer que 
l'élément sq de cette donnée endoscopique s'écrit 

«o = ((lk,4)en C>< xGL(m,C). 
tel 

Comme dans 15.2.21 les éléments s € f^i (L) sont en bijection avec les décompositions / = 
V U I" ; le groupe endoscopique elliptique associé est de la forme 

L[s] = V E/F (n') x \J E/F (n"). 

On a des inclusions bien déterminées à conjugaison près : 

Yl GL E { ni ) x U E/F (m') ^ XJ E/F (n'), 
ier 

H GL E ( ni ) x U E/F (m") ^ U E/F (n"). 
tel" 

Cela détermine aussi (n ; , n"). Remarquons que des différents choix de s peuvent induire la même 
donnée endoscopique pour L. 
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Remarque 5.2.4. En général, une donnée endoscopique (L ! ,£ ! ,s,£) s'interprète comme une 
donnée endoscopique elliptique d'un sous-groupe de Lévi R de L. Le sous-groupe R est unique 
à conjugaison près par L(F), tandis que la donnée endoscopique elliptique pour R est unique à 
l'action de W L (R) près. 



5.3 Endoscopie non standard 

Définitions Rappelons la définition dans [13] 3.7. Soient G±, G2 deux F-groupes réductifs 
connexes et simplement connexes. Supposons qu'ils sont non ramifiés et p est suffisamment 
grand par rapport à G\ et Gi- Pour i = 1,2, fixons une paire de Borel (Ti,Bi) définie sur 
F pour Gi ; notons Ej, Ej les ensembles de racines et coracines, respectivement. Une donnée 
endoscopique non standard non ramifiée est un triplet (Gi,G2,j*) où 

- G\,G2 sont comme ci-dessus, munis de paires de Borel définies sur F; 

- j* : X*(Ti)p ® Q —> X*(T2)p <8> Q, son transposé est noté j* ; 

- il existe des bijections f : Ëi — > Ë2, r : E2 — > Si et des fonctions b : Ëi — > Q>o Pi Z*, 
6 : E 2 -> Q >0 n , telles que 

- r s'identifie à f _1 via les bijections naturelles Ej ~ Ëj, i = 1, 2 ; 
~ j* et sont T^-équivariants ; 

- on a j*(âi) = b{ài)f{à\) et J*(«2) = &( a 2) r ( a 2) pour tout à\ G Ëi et tout «2 £ E2. 
A l'instar du cas standard, ces données définissent 

- une correspondance de classes de conjugaison géométriques entre Qi !Teg (F) et 02,reg(-^) ; 

- les bijections de racines induisent une correspondance de sous-groupes de Lévi semi- 
standards de Gi et Gi- 

Soient M\ C G%, M 2 C G2 des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent, 
alors W Gl (Mi) = W G2 (M2) et on a un isomorphisme équivariant ajiii — > om 2 - 

Notons R\ (resp. i? 2 ) le sous-groupe engendré par Ëi (resp. Ë2). La même définition s'ap- 
plique à Mi, M2 et leurs coracines. On définit ainsi les groupes R Ml , R M ' 2 . 

Soient H\,H2 deux sous-groupes commensurables dans un groupe fixé, adoptons la conven- 
tion [H 1 : H 2 ] := [H 1 : R x n H 2 ][H 2 : H 1 n H 2 ]~ l . D'après [H] 3.7 et l'erratum [E], on définit 
le coefficient 



Gi,G 2 _ [ R 2 F '■ 3*{ R l 



Signalons que ce coefficient dépend de j*. Énonçons le lemme fondamental pondéré non 
standard comme une conjecture. 

Conjecture 5.3.1 ([33]). Soient Y\ € m^d-regC-F) et I2 £ ^2,G 2 -reg{F) qui se correspondent. 
Alors 

où les fonctions stabilisées SjJ. (i = 1, 2) sont définies à l'aide des formes quadratiques invariantes 
sur omi et om 2 qui se correspondent via O/v^ — > &m 2 - 

Passage au quotient Pour i = 1,2, soit 7Tj : Gi — » Gj une isogénie centrale; notons 
Mj := 7Tj(Mj). Cela n'affecte pas les algèbres de Lie, les espaces om, et les groupes de Weyl. La 
correspondance de classes marche pour G_ i ,M_ i au lieu de Gi,Mi. 

Corollaire 5.3.2. Supposons vérifiée V5. 3. 1\ Soient Y_ l € mi^-regl-F) et Y_ 2 € xn.2,G -regC^O 
çm se correspondent. Alors 

G ^ /-r^ \ Cti,Ct 2 G_ 2 /-r^- \ 

S M 1 V— lJ — c Mi,M 2 S M 2 V^2j- 
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Démonstration. Pour i = 1,2, soit Yi G mj(-F) l'élément qui s'envoie sur Y^, alors il suffit de 
noter que s^.(Yi) = sjj (Y/), ce qui résulte de [13] 5.7. □ 

La convention suivante sera commode. Soient G{, Mi (i = 1,2) tels que Mj est un Lévi de Gi 
et que les groupes G^gCi Mi iSC sont comme dans le lemme fondamental pondéré non standard 
15.3.11 Nous noterons 

G 1 ,G 2 _ Gl,SC>G 2 ,sc rp\ 
L Mi,M 2 _ C Mi, sc ,M 2 , sc • W 

Un exemple Supposons n > 1. Fixons un ensemble fini /, (nj)j g / G ^>i> m £ Z>o et posons 
n := m + X^g/ n «- Posons 

Gi:=Sp(2n), G 2 := SO(2n + 1), 

Mi := GL(rii) x Sp(2m), M 2 := GL(n;) x SO(2m + 1), 

iel i&I 

Regardons M\ comme un sous-groupe de Lévi de G\ en choisissant un plongement, qui est 
unique à conjugaison près par Gi(F). Idem pour G 2 et M 2 . Notons tt : G 2 — > G 2 le revêtement 
simplement connexe, c'est-à-dire G 2 = Spin(2n + 1), et posons M 2 := 7r -1 (M_2), alors M 2 et un 
sous-groupe de Lévi de G 2 . 

Comme indiqué dans [TT] §8.2, on peut choisir des F-tores maximaux déployés Ti, T 2 dans 
Mi, M 2 respectivement, avec T_ 2 := 7r(T 2 ), de sorte qu'il existe une base {e±, . . . , e n } de X*(T\) 




k=l 

En choisissant des sous-groupes de Borel convenables, les coracines se décrivent comme suit. 

Si = {±ej rfc ej : 1 < i ^ j < n} U {±ej : 1 < i < n}, 
t 2 = {±ei ± e,- : 1 < i ^ j < n} U {±2e; : 1 < i < n}. 

Alors l'inclusion X*(T 2 ) <— > X*(T 2 ) correspond à l'isogénie 7r : G2 — > G 2 . 

On prend j* := id : .X"*(Ti) ® Q Xk(T 2 ) (g) Q. On prend les fonctions r, f, b, b qui 
fournissent un triplet non standard non ramifié (Gi,G 2 ,j*), pour laquelle Mi et M 2 sont des 
sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent. 

Remarquons que le choix des divers identifications peut affecter j'*, mais la correspondance 
de classes et la correspondance de mesures de Haar sur ciMi et om 2 ne changent pas. 

C'est plus pratique de travailler avec G 2 et M 2 . La correspondance des classes géométriques 
entre gi, T eg(F) et 9 2reg (F) es ^ ^ a corre spondance par valeurs propres. Pour mi et m 2 , c'est la 
même correspondance pour les facteurs sp(2m) et so(2m + 1) ; pour les facteurs gl(-), c'est la 
correspondance tautologique. 

Le coefficient de cette donnée endoscopique non standard se calculent comme suit. 
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Proposition 5.3.3. Pour cette donnée, 

Gi,G 2 _ Gi,Gz 
L M 1 ,M_2 ~ Mi,M 2 

Démonstration. Les coracines dans Sx et ^2 engendrent respectivement les réseaux X*(T\) et 
X*{T2). Vu les identifications ci-dessus et le choix j* = id, on voit que [R\ f : j*{R\ F )] = \- 
Soient M\,M2 des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent. Alors il en est 
de même pour [R M2,Tp : j*(R Ml,rp )] sauf si le facteur Sp (resp. SO) n'apparaît plus dans M\ 
(resp. M_ 2 ) i.e. sauf si m = 0, auquel cas on a trivialement [R M2 ' Ff : j*(R Ml > rF )] = 1. Cela 
permet de conclure. □ 

Remarque 5.3.4. Explicitons l'isomorphisme OMi — > &M 2 = a M_ 2 induit par j*. On peut se 
limiter au cas M\ = T\ et M 2 = T 2 . On a identifié T\ et T_ 2 dans la description de X*(Ti) 
(i = 1,2). Comme j* = id, il induit l'application id : 0^ — > cit 2 - Le cas général en découle : 
si l'on identifie les composantes riig/GL(raj) dans M\ et M 2 , alors oa/i — > &M_ 2 est encore 
l'identité. 



si m 7^ 0, 
si m = 0. 



6 Descente des données endoscopiques 

Le formalisme est celui du $U mais ici les revêtements métaplectiques ne nous concernent 
pas. Désormais, fixons des éléments rj £ A^(-F 1 ) ss , e S M'(F^) SS qui se correspondent. Supposons 
de plus que r] et e sont d'ordre finis premiers à p. Nous nous placerons sous l'une des deux 
hypothèses suivantes. 

(A) M\ est quasi-déployé. 

(B) M n et M\ sont non ramifiés. 

L'hypothèse (B) est plus forte que (A). En tout cas, écrivons rj = ({r]i)iei,ij') et e = 
((ej)j £ j, e'). Quitte à conjuguer 77 et e, on peut supposer que r\i = t{ pour tout i 6 I. 

6.1 Paramét rage 

Plaçons- nous sous l'hypothèse (A). Rappelons la paramétrisation des classes de conjugaison 
semi-simples dans [TT] §3 et §7.1. A la classe M (rj) sont associées (0 Gh ^(rti)) ieI et les données 

- K : une .F-algèbre étale de dimension finie ; 

- r : une involution non triviale de K, qui est déterminée par la sous- algèbre fixée := 

R T=id . 

- a € K x est tel que N K ^ K #(a) := ar(a) = 1 ; 

- (Wk, hjc) '■ une (K, K#)-îorme anti-hermitienne, où on suppose que Wk est un if -module 
fidèle ; 

- (W±, (|}±) : deux F-espaces symplectiques. 

Ces données sont soumises à la condition diHip Wk + dùnp W+ + dhnp W- = 2m. Elles sont 
uniques modulo la notion d'équivalence évidente. L'élément r] se réalise comme l'opérateur 
(w i-» aw, +id, — id) dans l'espace Wk © W + © W-. 

Écrivons SO(2m'+l) = SO(F', q') et SO(2m" + l) = SO(V", q") en choisissant des F-espaces 
quadratiques convenables. À O m (e) sont associées (0 GL(ni) (ei))i 6 / et les données 

- iT', .K 7 * : F-algèbres étales comme précédemment ; 

- a' € K' est tel que N K , i K ,# (o) = 1 ; 

- (V K ,h' K ) : une (K', K'#)-£orm.e hermitienne, où on suppose que V' K est un if-module 
fidèle ; 
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- (V±,q'±) : deux F-espaces quadratiques; 

- des objets similaires (K",K"#), a", {V^,h" K ), (F±,ç±). 
Ces données sont soumises aux conditions 

(tr KI/F UVlc,h' K ) © (V[,q' + ) © (VLM ^ (V',q'), 
{trK»/F)*(V£,h'iï © © (Vl,<tL) ^ (V",q"), 

dim V[_ = dim V" = 1 mod 2, 
dim V'_ = dim V" = mod 2. 

Elles sont uniques modulo la notion d'équivalence évidente. Si l'on note r\ = (rj',rj"), alors rf 
se réalise comme l'opérateur (V i-> aV,+id, — id) dans l'espace V^- © V+ © V^, et 77" comme 
(v" i-)- a'V, +id, — id) dans © V^f © F". La correspondance entre r/ et e entraîne que 

(K',K'*,a') x (K",K"*,-a") ~ {K,K*,a), 
Wk — Vk®Vr comme .K" — modules, 
dim F W+ + 1 = dinip V+ + dim F F", 
diiup + 1 = dinip Vl + dim F F", 

où le produit de triplets dans la première condition est pris au sens évident. 
On sait aussi décrire les commutants connexes. 

M v = HGL(m) Vi x U K/K *(W K ,h K ) x Sp(W + ) x Sp(W_), 
iei 

Ml = HGL( ni ) £i 
tel 

x U K i/ K ,#(VK,h' K ) x UK"/K"*( V K,hx) 

xSO(V^q' + )xSO(V!!,C) 

xSO(V^q'l)xSO(VL,q'_). 
D'après nos hypothèses, SO(V+,q' + ) et SO(V+,q+) sont déployés. 
Définition 6.1.1. Soit L un F-groupe réductif admettant une décomposition 

L = L x Y[SO{2a + 1), 

a 

où a parcourt des entiers positifs et Lq ne contient aucun facteur direct de type SO impair 
déployé. On notera 

L := L x JJSp(2a). 

a 

Les groupes que l'on rencontrera dans cette section sont tous de ce type. Remarquons aussi 
que Z^ Z^ , — > Z^ , et Ol = a^. 

Avec cette convention, on a 

Ml = HGL( ni ) ei 

iei 

x ^K'/K>#{ V k,ti K ) X ^ K "/K"*{ V K^ h K) 

x Sp(V^) x SO(Ff,g^) 
xSp(îf) xSO(VL,J_), 

où VI, VI' ont les bonnes dimensions et sont munis de formes symplectiques. 
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6.2 Des nouvelles données endoscopiques 

Conservons toujours l'hypothèse (A) et les notations précédentes. On munit M v d'une donnée 
de L-groupe de sorte que le tore maximal T dans M v est ce que l'on a fixé dans la donnée de 
L-groupe pour M. Les actions galoisiennes sur f héritées de M v et de M peuvent différer 
par un 1-cocycle IV — >■ Nj^(T). Toutefois l'inclusion ^ Z-gp est T^-équivariante et est 
indépendante de tout choix. On a aussi om ^ &M„ ■ 

Vu 15.2.21 15.2.31 et 15.2.41 M\ est un sous-groupe endoscopique de M v , ce qui détermine la 

donnée endoscopique (M], M e , so, £) à isomorphisme près. La donnée endoscopique (Mj, Ai e , sq,Ç) 
est non ramifiée sous l'hypothèse (B). 

Lemme 6.2.1. Soient X G tn^eg (F), Y e m- ireg (F). Soit Y G m^ reg (F) te/ gwe F et y se 

correspondent par valeurs propres. 

Si 6 = exp(X)ry G M (F) et 7 = exp(Y)e G M 1 (F) sont des décompositions de Jordan 
topologiques, et si 6 correspond à 7, alors X et Y se correspondent via l'endoscopie décrite 
ci- dessus. 

Démonstration. Lorsque 7 = 0, cela est démontré dans [TT]. Le cas général en découle car 
l'endoscopie est tautologique en la composante GL(nj) ei = GL(nj)^, pour tout i G I. □ 

D'après [5.2,41 il existe un Lévi R de M n , unique à conjugaison près par M V (F), tel que M\ 
est un groupe endoscopique elliptique de R. Rappelons que R et M v partagent le même tore 
maximal T. A isomorphisme près on peut supposer sq G T, et sq fait encore partie de cette 
donnée endoscopique elliptique pour R. 

On ai? / M v si et seulement si U k 1 /K'*(Vk> ^k)-> ^ k" /k"*(^k^"k)i SO(V",q'L) ou 
SO(Vl.,q'_) contiennent des facteurs GL^(-), où E est une certaine extension finie de -F. On 
absorbe ces GL^(-) supplémentaires en introduisant les objets IdI,KcK,K'g K' , etc., et 
on écrit 

R = n_GL Fî (n^ x V m *(W K ,hK) * Sp(W + ) x Sp(W_), 
tel 

Mj = n_GL(n î ) ei 

iel 

x Sp(yï) x so(v!!,q'L) 
x Sp(V^) x so{vL,C), 

Ici Fi est une extension finie de F pour tout i G I, (K,K*) est une F-algèbre étale à 
involution qui est un facteur direct de (-PC, et (Wjr, Tir) est le facteur direct correspondant 
de (W K ,h K ) ; idem pour (K',K'#), (/?",/?"#) etc. D'autre part (VH,ql) =_({0},0) si (Vl,q'L) 
est de dimension 2 hyperbolique; sinon (V",q'l.) = (V",q'!_). Idem pour (V!_,q'_). Supposons 
comme d'habitude que rji = pour tout i G I. 

Rappelons que so G T est l'élément faisant partie de la donnée endoscopique (Ml, Ai t , îîq, £) 
pour M„. Décrivons- le. Soit i G I, écrivons 

GL Fi ( ni ) Vt = Yl GL Fi .(mj) 
jeJi 

où Ji est un ensemble fini; pour tout j G Ji, Fij est une extension finie de Fi. Ecrivons 

Ji = jf U J+ U jr 
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tel que j G jf si et seulement si la composante dans GL_F y (n^) de rji est ±1, sinon j G jf. 
En regardant les descriptions de R et de Mj, il s'ensuit que l'on peut écrire 

= ( (sq) ie i , Sq, so + , s ~ ) G R 
V jeJi J 

où 

Sq oie groupe endoscopique U#y^,#(V£, h R ) x \J Rll/R „#(V R , h" R ) 

pour \J R/R# (W K ,hK), 
s~q oie groupe endoscopique Sp(V£) x SO(V",q'!_) 

pour Sp(T4 / +), 
Sq oie groupe endoscopique Sp(V^) x SO(V^, g_) 

pour Sp(W-). 

Il y a aussi des restrictions sur Iq où i G ï \ I : joints avec (sq 7 , Iq , Sq ), ils sont tels que 
" ^K'/K'#(yk> h' K ) x ^k"/k"#( v k> h" K ) est un groupe endoscopique pour U k /k#( w k, h K ), 

- Sp(V^) x SO(V",q'!_) est un groupe endoscopique pour Sp(W+), 

- Sp(V") x SO(VL,q'_) est un groupe endoscopique pour Sp(VF_). 

Il reste à traiter les composantes s J où i G / et j G 3%. La seule condition est que s J 
appartient au centre du dual de GL^ (riy). Faisons désormais le choix suivant 



'1, 


si j G «/+, 




< -1, 


si j G Jr, 


(7) 


.1, 


si J G «/f • 





Le symbole "—1" a un sens car Fy = F lorsque j G J^, auquel cas le dual de GLp^ (ny) est 
GL(njj,C). Ce choix des Sq sera justifié dans I6.3.T1 

6.3 Rapport avec S M \(G) 

Dans cette sous-section, nous nous plaçons sous l'hypothèse (B). Les groupes M\ et M v sont 
tous non ramifiés, donc les données endoscopiques décrites dans le §6.21 sont non ramifiées. 

Rappelons sq est un élément dans M qui détermine l'endoscopie elliptique pour M, dont 
M 1 est le groupe endoscopique associé. On peut supposer que 

s = ((l) i6 /,4) e[] GL ( n " C ) x Sp(2m,C). 

iei 

Fixons maintenant s = stf G £ M \(G), où t G ZS^/Z- est de la forme 

M G 

t = ((U) m , 1) G 1[{±1} x Sp(2m, C), 
tel 

comme dans 13.3.21 auquel est associée une décomposition I = I' U I" telle que i G I' (resp. 
i G I") si ti = +1 (resp. U = -1). 

La recette du ^6. Il marche aussi pour i] G G(F). Nous nous contentons de décrire G ri : 

G v = V K/K #{W K ,h K ) x Sp(W+) x Sp(W_) 
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avec des notations compréhensibles. Il contient comme un sous-groupe de Lévi. 

D'autre part, introduisons e[s] G M'(F), c'est encore d'ordre fini premier à p et on a Ml = 
MK D'après [3.3,44 e[s] et rj se correspondent pour la donnée endoscopique déterminée par s. 
Reprenons la recette du £ 16,11 pour écrire 

G[s] € [s] = ^K'/K'*{ V K^'k,) X ^K"/K"*( V K^ h 'k) 

x SO(V+,Q' + ) x $0{V'L,Q"-) 
x SO(V^Q'j) x SO(Vi,Q'_). 

Et aussi 



G [ s ]e[s] = ^K'/K'#( V L h> K,) x ^K"/K"*( V K,ih'j c ) 

x Sp(V^) x SO(V'l,Q'L) 
x Sp(Vf) x SO(V'_,Q'_). 

C'est un groupe endoscopique non ramifié de Gr, et il contient M\ comme un sous-groupe de Lévi, 
l'inclusion étant bien déterminée à conjugaison près. Il fait partie d'une donnée endoscopique 
non ramifiée (G[s] e r s i , £7[s] e r s i , s, £) qui est unique à isomorphisme près. Indiquons que la condition 
(|7|) sur s est vide dans ce cas. 

On a déjà décrit s et sq dans le N6.21 Nous nous proposons d'exprimer s en termes de t et 
s~o. Rappelons que les données de L-groupes pour M et M v sont choisies de sorte que M et 
Mrç partagent le même tore maximal T, qui fait partie de la paire de Borel IV-stable dans les 
données de L-groupe. L'inclusion Z-^p est bien définie et T^-équivariante. Faisons la 

même construction pour G et G v par rapport au même tore maximal T de façon compatible. 
On a 



s ,s&f. (8) 



On obtient ainsi l'homomorphisme 



r : Z^/Zl -> Z û /Z ô -> zEfjZ r ^. (9) 



AT G 



Lemme 6.3.1. Quitte à changer s par un isomorphisme des données endoscopiques, on a 

S = S T(t). 

Démonstration. La torsion e i— > e[s] n'affecte que les composantes GL(rij) de M ! . En comparant 
la paramétrisation de e[s] dans M ! et dans G[s], on voit que l'inclusion M\ <^-> G[s] e [ s ] est de la 
forme 

U K '/K'#(Vk,h' K ) ^ U K i/K>#(Vjc,h' K ), 
^K"/K"# ( V Ki h" K ) ^ ^K"/K"* i V Ki h'z,), 
Sp(Vl) ^ Sp(VV), 

S P (V») ^ Sp(Vf), 
SO(VL,q'_) M- SO(Vi,Q'_). 
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Pour tout i G ces flèches déterminent aussi les inclusions des composantes GL_F y (ny) dans 
G[s] e [ s ] . Décomposons T et s selon la décomposition de R 

f=Y[ T ij xf u xf + x f~\ 
ieî, 

S = ((s i 3) i>j ,S U ,S+,S-). 

Les inclusions précédentes affirment que l'on peut supposer que, quitte à changer la donnée 
endoscopique de G n par un isomorphisme, on a 

p - p 5+ - 5+ <r - s- 



'0 ' 



si i G I \ I. 



Ce sont exactement les composantes correspondantes de sot(£). Il reste donc à considérer 
les composantes dans T %3 où i G I. Écrivons r(i) = ((T(i) ÎJ ')jj, 1, 1, 1) suivant la décomposition 
ci-dessus de T. 

Pour tout GLp.jÇriij) se plonge dans un unique facteur dans la décomposition de 

G[s] e [ s ] selon i et la restriction de e[s] sur GL^. (n^). Soit i £ I' , alors r(t) ÎJ = 1 pour tout 
j G Jj. Rappelons aussi la définition ((7J). Sur le facteur GLpy (n^), on a : 





e 


6[j] 


5Ù' 


inclusion 






1 


1 


1 


GL^KO^Sp^) 


1 




-1 


-1 


-1 


GL Fij K) ^SO(Vi,Q'_) 


-1 




^±1 


^±1 


1 


GL Fîj (ny ) \J K , /K ,# (V&, h' K ) 


1 



Soit i G I" , alors r(i) 



'.7 



■1 pour tout j G Jj. Sur le facteur GLp.. (n^), on a 



3 


e 


e[ S ] 


s 


inclusion 


3V 


Jt 


1 


-1 


1 


GL Fij ( nij ) ^SO(V':,Q'L) 


-1 


Jî 


-1 


1 


-1 




1 




^±1 




1 


GL^KO^U^,,*^',^) 


-1 



où la colonne s 13 signifie un choix loisible des s 13 G T*- 7 , ce que l'on fixe. 
On voit ainsi qu'en tout cas, on a SqT^)* 3 = s*- 5 . 



□ 



On peut aussi regarder rCt) comme un élément dans Z V ~ F /Z^-i. Ledit lemme permet d'ap- 

R Gri 

pliquer la construction d'Arthur dans la situation 



G r , 



Ml- - n -- 1 - -R 



avec s = SQr(t) G sqZ^ IZ^f. On construit ainsi une donnée endoscopique non ramifiée pour 
G n déterminée par le groupe endoscopique G^fs], qui est éventuellement non elliptique. 
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Lemme 6.3.2. La construction d'Arthur utilisant s et la descente en (e,n) fournissent la même 
donnée endoscopique pour G^ : on a G^\s\ ~ G[s] e [ s j. 

Démonstration. Les groupes en question sont des groupes endoscopiques non ramifiés pour G v , 
un produit direct des groupes considérés dans le §5.21 à restriction des scalaires près. De plus, 
I6.3.1l entraîne qu'ils sont associés au même élément s € T. Or tous les deux contiennent le même 
Lévi M\, donc sont isomorphes d'après la remarque sur les noyaux anisotropes dans 15. 2. "21 □ 

6.4 Une généralisation 

On aura aussi besoin de considérer le cas général s G snZ%^lZ%.. Montrons comment le 

M G 

ramener au cas s G £ M i(G). 

Rappelons que l'application 7 1— > 7 [s] sur M ! (F) est définie dans le cas général où G est de 
type métaplectique et s = sot G sqZ%^/Z% (voir 13.3731) . On définit ainsi les éléments s, sq G T 

M G 

en combinant les résultats dans le §6.21 et la descente des données endoscopiques pour GL(-), 
qui est simple. 

On dispose encore de Phomomorphisme 

t : ZL/Zl -> Z^Z/Z r ^. 



Ainsi, on formule les analogues de 16. 3. Il et 16. 3. 21 dans ce cadre, avec les mêmes notations. Le 
bilan est que les assertions de 16.3.11 et 16.3.21 sont encore valables dans cette situation. 

Proposition 6.4.1. Quitte à changer s par un isomorphisme de données endoscopiques pour 
G v , on a s = sor(t). De plus, la construction d'Arthur utilisant s et la descente fournissent la 
même donnée endoscopique pour G r] : on a G v [s] ~ G[s] e r s i. 

Démonstration. Procédons pas à pas. Il convient de remarquer que l'élément z[s] est défini dans 
13.3.31 suivant le même schéma. 

1. Supposons G de type métaplectique et s G £ M \ (G). Alors on se ramène au cas G = Sp(W), 
qui est déjà traité, et au cas G = GL(n) x jjg, qui est simple. 

2. Supposons G = Sp(W) mais s G sqZ9^/Z~ est quelconque. Alors [ÏÏ7TT51 affirme qu'il existe 

M G 

G\ G C G (M) tel que G[s] = Gi[s] et s G £ M \{G\). On peut aussi supposer que r\ G G\{F). 
L'étape précédente est alors applicable à G\. 

Posons s := sor(t). Après descente en (e,r/), on s'est ramené à la situation 



Gis] 



Gi[s] 



-G ltV [s) 

Lévi 

Ml- 



endo. 
s=s r(t) 

endo. cil. 



G, 



v 

Lévi 



(10) 



G 1,7) 



Lévi 



R 



Montrons que 



Z gS^ C G ^V 



Cil) 
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Écrivons 



g = s P (in 

G 1 = n GL(n\) x Sp(Wl), 

M = ï[GL(m) x S P (^ b ), 
iei 

M- = ]J GL(n.j) x SO(2m' + 1) x SO(2m" + 1). 
ie/ 

Posons 2n := dim^VK, 2m'' := dirnp et 2m := dirnpVK 1 '. Soient i G I et k G i"', 
écrivons z i — >■ si GL(nj) )■ GL(n^). Exprimons t selon la décomposition de G\ : 

i = {{a k ) k ^,t\) G GL(n*,C) x Sp(2m*,C) 

fce/fl 

où afc G C x C GL(n k , C), a k ^ ±1 pour tout k G 7^ et a k ^ af, 1 si k ^ k' . 

Rappelons que Sg G {±1} pour tous i G /, j G Jj. Vu la description des commutants 
des éléments semi-simples dans les groupes classiques, il suffit de montrer que, pour tous 

G /, j G Jj, j' G Jj' tels que 
- dans la décomposition de G^ selon les valeurs propres de rj, GLp.^ny) et GLp\, , (rtiy) 
se plongent dans le même facteur direct, 

-il /-i''' \ ±:L 

on a s afc = ( s J a&/ ] si et seulement si k = k'. 

En effet, GLp^. (n^) et GLp\, , (rijy) se plongent dans le même facteur seulement s'il existe 
• G {+,—,{/} tel que j G J* et G J*. Cela entraîne que Sq = Sq J d'après ([7]). Donc 
Sq J a/j/ J si et seulement si a k = a k , , si et seulement si k = k'. On en déduit 

dm». 

Vu (fTUj) et dH|), le groupe endoscopique G[s] e [ s ] = Gi[s] e r s i ~ Ca )7 j[s] pour G^ est associé 
à s = sor(t), d'où l'analogue de 16.3.11 Montrons que G v [s] ~ G[s] e [ s ]. En effet, ces deux 

groupes endoscopiques de G v sont tous associés à s et ils partagent le Lévi M\, donc sont 
isomorphes (cf. la démonstration de !6.3.2p . D'où l'analogue de 16.3.21 

3. Le cas général : supposons G de type métaplectique et s G sqZ%^IZ%. quelconque. Écrivons 

' M G 

G = YikeK GL(njfc) x Sp(W) où (nk)keK € Pour achever la preuve, il suffit de 

combiner l'étape précédente pour Sp(VF) avec la descente des données endoscopiques pour 
GL(n&) pour chaque k G K. 

□ 

7 Descente des intégrales orbitales 

7.1 Les fonctions combinatoires 

Pour l'instant, soit G un F-groupe réductif connexe quelconque. Soit M un sous-groupe 
de Lévi. Fixons une forme quadratique définie positive l^ G (M)-invariante sur <xm telle que 
oa/ = ® ac est une décomposition orthogonale. 
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Soit r\ G M(F) SS . Posons G := G v et M := M v . Fixons un sous-groupe de Lévi R de G qui 
est inclus dans M. Il existe une inclusion om ^ or induite par M- Ar. On peut prolonger 
la forme quadratique choisie sur om en une forme quadratique définie positive sur or, invariante 
par W^-(R), etc. 

Notons ajf le complément orthogonal de 0-m dans or. Idem, on définit l'espace o^. Tous ces 
espaces héritent des formes quadratiques définies positives invariantes. 

Soit L G £—(R) ■ On a une application linéaire canonique S : © — > ; ces espaces 
sont munis de mesures de Haar grâce aux formes quadratiques choisies précédemment. Suivant 
Arthur, on définit 



d%(M,L) :- 



la mesure sur Op r _ 
îL ■ „M m „L _ „G 



S* ( la mesure sur aM © a~ 



si a ô © a 



R a? Ufj — u R , 



0, sinon. 



Remarquons que aj( ffia^ = si et seulement si OjQ- ©a^ = a^. En effet, il suffit de prendre 
les compléments orthogonaux dans o^. 

7.2 Descente de l'intégrale orbitale pondérée endoscopique 

Conservons les notations introduites dans le ^3 

Proposition 7.2.1. Soit 7 G M' G _ {F). Si 7 n ' es ^ P as compact, alors r^, ^(7) = 0. 

Démonstration. La correspondance des classes de conjugaison préserve la compacité, et une 
classe de conjugaison dans G (F) ne coupe pas K si elle n'est pas compacte. Donc l'assertion 
découle de la définition de r~^! K {^)- D 

Supposons maintenant 7 G Mq_ (F) compact avec la décomposition de Jordan topologique 

7 = exp(y)e, F G m- reg (F). 

Comme 7 h-» K (7) est invariante par conjugaison géométrique, on peut supposer que M] 
est quasi-déployé d'après [9]. 

D'après la correspondance des classes de conjugaison géométriques régulières dans l'endo- 
scopie non standard 95.31 et la définition de dans I6.1.1| on déduit une correspondance de 
classes de conjugaison géométriques entre vn.[ ieg (F) et m^ reg (F). 

Proposition 7.2.2 (cf. [13] 5.4). Soit e comme ci-dessus. 

1. Si M\ n'est pas non ramifié, alors r^, ^(7) = 0. 

2. Si M\ est non ramifié, alors il existe r\ G K M qui lui correspond tel que l'on peut choisir 



R C comme dans le H6.2\ qui est non ramifié et 

4>,*(7)= E d%(M,L)rj^(Y), 



oùY£m e reR (F) correspond à Y . 
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Démonstration. Supposons d'abord que M\ n'est pas non ramifié. Si pour chaque 5 G M(F) 
correspondant à 7, la classe O g {8) ne coupe pas K, alors r^, ^(7) = et l'assertion est vérifiée 
dans ce cas. 

Supposons maintenant qu'il existe ôo G M (F) correspondant à 7 tel que O g (Ôq) H K ^ 0. 
Montrons que M (5 O ) n K M ^ 0. Il existe g G G (F) tel que gôog" 1 G if. Prenons P = 
MU G V (M), la décomposition d'Iwasawa permet d'écrire 5 = kum avec G K , tt G U(F) et 
m G M (F). Alors umôom u G if. Il existe u' G U(F) tel que umSom^u = u'môom . 
Comme M est en bonne position relativement à if, on a u' G if et môom~ 1 G if M . 

On peut donc supposer que é)o G if M . Notons ôo = exp(A"o)r? la décomposition de Jordan 
topologique, alors r] G if et if^ := G V (F) n if est un sous-groupe hyperspécial de d'après 
[Ï3] 5.3. En particulier, G v est non ramifié. Désignons t v le sous-réseau hyperspécial dans Q V (F) 
associé à K v . Idem, on obtient C M V (F), t¥ C vci v (F) jouissant des mêmes propriétés. 

Posons S M,) [Y] l'ensemble des classes de conjugaison dans xn v ^ eg (F) qui correspondent à 
Y; posons S Mr " Kr > [Y] son sous-ensemble des classes coupant . Prenons un ensemble de 

représentants E M, " K i [Y] dans tti„(P). Comme dans la démonstration de [11J 5.23, l'ensemble 
des classes de conjugaison dans M(F) qui correspondent à 7 et coupent K M a pour ensemble 
de représentants 

{exp(À07/:XGÉ M ^"[Y]}. 

Rappelons que le Lévi R C M rj choisi dans le ^6.21 n'est unique qu'à conjugaison par M V (F) 
près. Comme K v C G^F) est encore en bonne position relativement à Af„, on peut prendre un 
.F-tore déployé maximal Tq de G„ tel que Tq C M n et K v correspond à un sommet hyperspécial 
dans l'appartement associé à Tq dans l'immeuble de Bruhat-Tits de G v . Quitte à conjuguer R 
par M V (F), on peut supposer que Tq C R. Avec ce choix, K R := if n R{F) est un sous-groupe 
hyperspécial de R(F). 

On définit l'ensemble E^fY] en remplaçant M n par R dans la définition ci-dessus. L'ap- 
plication naturelle E K [Y] — > 3 Mr >[Y] est bijective d'après [13] (4). Prenons un ensemble de 
représentants S^Y] dans x(F). Le bilan est 

r£.,*(exp(Y)e) = £ A(exp(Y)e, exppÉ» r| ^(exppÉ», 
Xeà*[y] 

où on regarde r/ comme un élément dans M à l'aide du scindage de p au-dessus de if . 
La descente de facteur de transfert [TT] 7.23 affirme que 

A(exp(Y)e,exp(X)r ? ) = A^(Y,X) 

où le terme à gauche signifie un facteur de transfert pour la donnée endoscopique elliptique pour 
R construite dans le ^6.2^ qui n'est pas forcément non ramifiée. 

D'autre part, la descente d'intégrales orbitales pondérées non ramifiées [13] 4.4 s'adapte au 
cas métaplectique (cf. la preuve de [IT] 8.10). Cela affirme que 

r% R (exp(X)r?) = £ d%(M, L)r L R RL (X) 
LeC G v(R) 

où K L := K v n L(F), qui est hyperspécial dans L(F). Donc 

4>,M = E d %(M,L)i £ A^ B (Y,X)r^(?)] ■ (12) 
LeC°v(R) \xeÈR[Y] / 
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Si M- n'est pas non ramifié, M- t ne l'est pas non plus, et le terme dans la parenthèse est 
nul d'après une variante d'un résultat de Kottwitz (voir [13J pp. 154-155). Alors l'assertion est 
vérifiée dans ce cas-là. 

Il reste à traiter le cas M\ non ramifié. Fixons un sous-groupe hyperspécial K' de M ! . Dans 
ce cas-là, quitte à remplacer 7 par un conjugué géométrique, on peut supposer de plus que 
e G K l d'après [12] 5.3 et [9]. Vu [TT] 8.9, il existe toujours ô G M (F) qui correspond à 7 avec 
la décomposition de Jordan ô = exjp(X)n tel que 77 G K M . Donc la formule (|12p est valable. 
L'hypothèse (B) du Sj6]est valable et la donnée endoscopique elliptique {M\, . . .) pour R est donc 
non ramifiée. Le facteur de transfert descendu A-^r R est normalisé par rapport à K R , toujours 



d'après [11] 7.23. D'où 



E 

XGÈR[Y] 



L'assertion en résulte en le mettant dans (1121). □ 



Supposons que M\ est non ramifié et 77 G K M est l'élément fourni par 17.2.21 tel que 77 
correspond à e et est non ramifié. Avec ce choix de (6,77), posons 

£ inst := {(L,s) : L G C G -{R), d G (M,L) £ 0, a G %r(£)}- (13) 

Corollaire 7.2.3. j4?;ec Zes hypothèses précédentes, on a 



nst. 



où F G Wëreg(-^) correspond à Y . 

Démonstration. Cela résulte aussitôt de !7.2.2l et du lemme fondamental pondéré sur les algèbres 
de Lie 15X11 □ 

7.3 Descente des fonctions stabilisées 

Cette sous-section est parallèle à la précédente. Nous ne répétons plus les notations et 
hypothèses. 

Lemme 7.3.1. Si 7 G Mq [F) n'est pas compact, alors 

£ i M <iG,G[s}).s G }ï l (j[s]) = 0. 
se£ M i(G) 

Démonstration. En fait, s'flf (7 [s]) = pour tout s car 7 [s] n'est pas compact : cela est prouvé 
dans [13J 6.1. □ 

Supposons désormais que 7 = exp(y)e est compact. Comme remarqué plus haut, on peut 
supposer M\ quasi-déployé. Soit s G £ M \ (G), alors 7(5] = exp(y)e[s] est encore une décomposition 
de Jordan topologique. 

Pour tout L e G £ G M«W(Afi), supposé muni d'une donnée de L-groupe , posons 

rr.i . ([ZÏSnzEl : ZÏJL]-l(ffi ] (M l ,L e ), si dff (M ! , L e ) + 0, 



sinon. 



Posons 



£ st := {(L% S ) : s G £ M \ (G), U G C G ^W(M l e ), <f$ l (M l ,L e ) + 0}. (14) 
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Proposition 7.3.2. Conservons les hypothèses précédentes. 

1. Si M\ n'est pas non ramifié, alors 

Y, ÎM :(G,G[ S ]). S 2f 1 ( 7 [ S ]) = 0. 
se£ M i(G) 

2. Si M\ est non ramifié, alors 

£ i M '.(G,G[ S ])-s G ^ ] h[s})= Y, iM^G,G[s])e G ^(M l ,L^-s L ^(Y). 
s&£ M <(G) (£ e ,s)es st 

Démonstration. Il suffit d'appliquer [32] 6.4 aux groupes M- ^ G[s], à l'élément exp(y)e[s], 
pour tout s, et noter que M\ = M^ s y D 

7.4 Un ensemble d'indices 

Placons-nous sous l'hypothèse (B) du £j6] pour n et e. Soit s = s^t € sqZ^/Z'I. Prenons 

AI G 

s = s~or(t) comme dans I6.4.T1 Soit L € £ i(R). Par abus de notation, on désigne l'image de s 
dans sqZ t ^ /Z^ F par le même symbole s. 

Soit L € £ Gr >(R), la construction d'Arthur donne un groupe endoscopique L[s] de L ; si 
L = R alors L[s] = M\. Supposons fixé un plongement M\ G^s], alors la construction 
d'Arthur est compatible aux sous-groupes de Lévi au sens que l'on peut regarder L i-> L[s] 
comme une application £ Gr >(R) — > £ G *>M(Mj) : le dual de L[s] s'identifie au commutant dans 
G„[s] de l'image de Z^ F, ° dans Z T J^ ,Q . D'après [6.4.11 on obtient 



£ G ^(R) -> £ G[s] ^(M\). 



Cette application admet une section canonique, donc est surjective : soit L e G £ G W 6 M (M ( h 



on définit L S £ V (R) tel que L est le commutant dans G v de l'image de Z^S' dans ^- F ' (cf. 



(7)). Par construction, L e est un groupe endoscopique elliptique de L, d'où ol = a-jj pour 
cette section L e h-> L. 

Signalons que G[s] e [ s ] est un groupe du type obtenu par la construction 16. 1 . ÏT Idem pour ses 
sous-groupes de Lévi. En inversant cette construction-là, on a une bijection canonique 



Le composé est noté 



CPn (#) ^ £ GH £[S] (M !) £G[ S ] e[s] (M !) (15) 



L 1 »- L[â] 1 » L £ 

qui admet la section L e 1— >• L e 1— )• L décrite précédemment. 
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On a le diagramme suivant, dont toute flèche est injective et T^-équivariante. 




(16) 



Montrons qu'il est commutatif. En effet, la commutativité est claire sauf pour les deux 



grandes faces. Pour prouver que 



M 



Air, 



Ml 



Zr~, coïncide avec ZS~. 



M. 



M 



M'- 



Ml 



il suffit de noter que le facteur Sp(2m) de M ne contribue pas à ; donc on se ramène au cas 



M 



M = Yliei GL(nj), pour lequel l'assertion devient évidente. Idem pour la grande face contenant 
Z%. Désormais, regardons tous ces centres comme des sous-groupes de Z^. 

On a un diagramme commutatif similaire 




a G[s] 



(17) 



&M, 



Rappelons qu'une forme quadratique définie positive Ty G (M)-invariante sur om est fixée 
au début ; on la transfère vers a M \ , puis on le prolonge en une forme sur a M <. vérifiant des 
propriétés similaires. Ainsi, on peut supposer que les formes quadratiques sur chaque espace ci- 
dessus s'obtiennent par ces flèches. Désormais, regardons tous ces espaces comme sous-espaces 
de a M u 

Pour tout L G C Gri (R), désignons par tl le composé 



r L : ZL/Zl 
M G 



ztniz 

M, ' ■ 



z ê/ z I f - 



(18) 



Posons l'ensemble des paires (t,L) G ( Z^L/Z^L ) x £ Gr >(R) vérifiant les conditions sui- 

\ M G ) 



vantes 

(El) s:=s te£ M ,.{G); 
(E2) s := s r L (t) G £ W (L) ; 



33 



(E3) d%(M,L) ^0; 
(E4) dg ] (M ! ,L^0. 

Avec ces notations, on définit deux applications 



E* — 


>E st , 


(t,L)> 




E* — 


^ ^linst 


(t,L)> 





Lemme 7.4.1. L'application e est bijective. 

Démonstration. Soit (L e , s) dans l'image de e st . Par (E2), on a = ajagi = a^, ce qui détermine 
le sous-espace o^, donc détermine L G C Gr] (R). D'autre part, l'égalité s = sot détermine t. D'où 
l'injectivité. 

Soit (L e ,s) G E st . Notons t l'élément tel que s = sot et L l'image de L e par la section de la 
suite (|15jl associée à s. Montrons que (t, L) G -E^. En effet, la définition de E st entraîne que 

se£ Ml (G), 

a M\ ffi U- _ G[s] 

qui ne sont que (El) et (E4), respectivement. 

Comme = pour la section U i-> L de (fî~5j) . on voit que (E2) est vérifié. Enfin, ([T 
donne un diagramme commutatif 

«M + a L ^fl 



Gis] + G[s] G 

Les flèches verticales sont des isomorphismes par ellipticité. (E4) équivaut à ce que la somme 
de la ligne inférieure est directe et la flèche horizontale inférieure est un isomorphisme, donc il 
en est de même pour la ligne supérieure, ce qui équivaut à (E3). D'où la surjectivité de e st . □ 

Lemme 7.4.2. L'application e mst est surjective, chaque fibre a \Z T ~ F n Z^L : Z-] éléments. 

L M G 

Démonstration. Soit (L,s) G E inst . On a s G s Z~ F /Z f F car ZtZ. C Z\ F . On a un homomor- 

R L M?] R 

phisme canonique 

M G R ' L 

Comme © o|j = a^, ou ce qui revient au même, © = o^, on déduit par dualité 
que Z^ F '° = Z%^Z V ~ F,a , d'où la surjectivité de r°. Signalons aussi que T£ est le composé de r° 

R M L 



et Z T J->°/Z T L Ffi -> Z T È F /Z r L F . 

D'après [I] Lemma 1.1, l'homomor phisme Z^'° /Z^ F, ° —ï Z^ F /Z L ^ F est surjectif. Écrivons 

s = sqÏ où t G Z V -: F /Z V f F , alors il existe t G Zfi^/Z~ tel que t = tl(é). Le nombre de choix de t 

K L A/ G 

est égal à |Ker [t£)\ = [zF F n ZS^ : Z5J. Il reste à montrer que (t,L) G i? 1 '. 

L M G 
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Comme (L,s) G E mst , les conditions (E2) et (E3) sont automatiquement satisfaites. Posons 
s = sot. Cet élément définit une donnée endoscopique pour G, éventuellement non elliptique. 
Contemplons le diagramme (|17p. Montrons que 

ag [s] C c& n a£. (19) 

Pour prouver a^Li C a^-, on utilise CLg[ s ] C a M \ = om- Pour prouver &qi s ] C a^, rappelons 
que a L = a L[s] par (E2) ; or L[s] est un Lévi de G[s] e[s] et a G[s] = ûG[ s ] e[s] 3 a G[s]i d'où 
l'inclusion cherchée. 

On a aussi agr j C a^. Vu (E3), on déduit ag^ = {0} de (JTSJ) , donc (El) est vérifié. En 
utilisant l'argument dans la dernière étape de la preuve de !7.4.H on en déduit (E4). □ 



8 Comparaison des coefficients 

8.1 Réduction 

Soit 7 G M' G _ mg (F). 



Lemme 8.1.1. On a r %< K (l) = J2 s< =s [(G) ^M^i^i ^\ s \) s< j^}{l\ s \) = sauf si, à conjugaison 
géométrique près, 7 vérifie les conditions suivantes : 

- 7 est compact avec la décomposition de Jordan topologique 7 = exp(Y)e, 

- M\ est non ramifié. 

En particulier, \4-2.1\ est vérifié si 7 ne vérifie pas les conditions ci-dessus. 

Démonstration. Cela résulte de I7TT1 17X11 17X21 et 17X21 □ 

Désormais, supposons que 7 est compact avec la décomposition de Jordan topologique 7 = 
exp(y)e telle que M- est non ramifié. D'après 17.2.21 on peut choisir t] G K M correspondant à 
e tel que est non ramifié. On s'est ainsi ramené à la situation dans le H7A\ Conservons le 
formalisme-là et posons, pour (t,L) G E\ 



(L,s) 
(L\s) 
j nst (t,L) 



e mst (t,L), 
e s \t,L), 

d G R {M,L)i w {L,L\s])[Z T L F H ZL : Z%]~\ 
m e L M G 



c s \t,L) :=e^(M\l/)i M <(G,G[s\) 

= d G Jf(M\L*)[Z r ^ n Z£f : Z T J^-H M <.{G,G[s]). 

Indiquons que les intersections des groupes complexes sont prises à l'aide du diagramme (fTïïj) . 

Lemme 8.1.2. Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non standard \5. 3.11 Soit 7 = 
exp(y)e et n comme ci-dessus, où Y G m e (F). Alors 

4 KK (i)= E s &(n 

(t,i)esH 

E Hp(G,G[s])s G ^\i[s])= E c st (t,L)^,(y). 
se£ M i(G) (t,L)eE* 

Ici nous utilisons la convention Q pour le coefficient c^jr ^, > qui sera justifiée dans la preuve. 



35 



Démonstration. On combine 17.2.21 1773. 2[ 17.4.11 17.4.21 et le fait, noté dans [TT] §8, que L[s]sc et 
L| c font partie d'un triplet non standard. Ce triplet est un produit direct de triplets tautolo- 
giques (avec j* = id) ou des triplets de type (Sp(2a), Spin(2a + 1), j*), où j* est choisi comme 
dans le N5.3[ par lequel {Ml) sc correspond à (M l e ) sc . 

De plus, l'application — > a M < induit par j* coïncide avec celle obtenue par (fTT|) (ou 

plutôt ([23]) ). En effet, il suffit de comparer 15. 3. 41 et 16.1. Il Cela permet de conclure en appliquant 
le lemme fondamental pondéré non standard 15.3.21 □ 

Lemme 8.1.3. Pour tout (t,L) G E\ on a l'égalité 

c inst (i, L)c Bt (t, L)" 1 = \ZL F n Z^' : Z V JL n Z V ^\ 

1 r e Ml L[s] ™>- J 



M 



On démontrera ce résultat combinatoire dans le H8.2[ En admettant 18.1.31 pour l'instant, 
montrons notre théorème principal. 



Démonstration de \4-2.1\ D'après 18.1.11 et 18.1.21 il suffit de fixer (e, 77) comme ce que l'on a fait 
dans cette section, et prouver que 



c mst (t, L) _1 c st (t, L) 
pour tout (t,L) G É*. D'après 18X31 



L[s],L* 



(20) 



à ns \t,L)- l c st (t,L) = \ZÏS n Z^' u : Z L JL n Z^' u ] 



,r F ,o . 7 T! 



7 r F ,0i-i 



M> 



m 



Ml 



Rappelons que L[s] G £ G M«H(M») s'écrit sous la forme 
L[s]^=L x Sp(2a) 

Lévi 

M]^=M x IIGL(-) x Sp(2a b ) 



Sp(26) 

Lévi 

11 GL(-) x Sp(26 b 



où a,b,a\y G Z>o, et Loi Mo n'ont aucun facteur direct de type SO impair déployé, cf. la 
description de M\ . Selon la définition 16.1.11 on en déduit 



U 



Lévi 



M: 



D'où 



■Ma 



SO(2a + l) 



]~I GL( ) x SO(2a b + 1) 



SO(26+ 1) 



Lévi 



[7 GL(-) x SO(26 b + 1). 



\zli n z r ^'° ■. z^ n zE^'V 1 
1 i> mi m mi 1 



= Z Sp{2a,C) n (IJ^GL(-,C) x {1}) • ^Sp(2fc,C) n (JJ ^GL(-,C) x {!}) 

Ces expressions s'évaluent sans difficulté : 



Z S p(2a,C) H (]J Z GL(;C) >< {1}) 



-1 



\, si a > 0, a b = 0, 
1, sinon. 



(21) 
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Gf a ,Ga G b ,G b 



OU 



Idem pour b, & au lieu de a, a? . D'autre part, c—r , est égal au produit — - , . ■ — , , 

F ' ' F ' Ml, Ml M a ,Ma M b ,M b 

G a = SO(2a + 1), M a = n GL(-) x SO(2a b + 1) C G , et ~G~ a , W a sont définies selon IÏÏTT1 Idem 

b b i G G 

pour &, b au lieu de a, a . Vu I5.3.3L c^p a admet la même description ci-dessus que f[2T|) . et 

lVl a , Ai a 

idem pour cvf-' „ b r . On conclut que 

M b ,M b 



\zlz n/i'°: zE^ n zli fl ] 

1 L< Ml L\s] Ml 1 



I\f,0i-1 _ L[s],L e 



Ml, Ml ' 



ce qui fallait démontrer. 



□ 



8.2 Yoga de centres 

Nous nous proposons d'établir [8X3 Fixons (t,L) G et conservons les notations précédentes. 
On a les variantes suivantes des diagrammes (|16p . (|17p : 



M 



z°. 



-Z 



y -R " M L 

dont toute flèche est injective et T^-équivariante, et 



Z Ml 



.Z 



G[s] 



(22) 



a G - 



cim- 



I 



-olf. 



■ a Ml 



- a G[s 



(23) 



dont toute flèche est injective et toute flèche horizontale est un isomorphisme, car les données 
endoscopiques en vue sont toutes elliptiques. 

Lemme 8.2.1. On a l'égalité 

d%(M,L) = d G & lf(M\L% 
Démonstration. Contemplons ()23|) . La définition de fournit le diagramme commutatif 



*M 



G[s] 



,G 



G 



Les égalités verticales préservent les formes quadratiques choisies (rappelons (fTT|) et la remarque 
qui le suit). Les facteurs ■) sont les rapports des mesures relativement aux flèches horizon- 
tales, donc sont égaux. □ 



37 



Les preuves suivantes reposeront sur (|2"2"j) et deux faits. 

1. Soient H un F-groupe réductif connexe et S un sous-groupe de Lévi de H. Supposons 
qu'ils sont munis de données de L-groupes compatibles. Alors 

yYp _ yY p yTpfl 

S H S 

2. Soient a, A, B des sous-groupes dans un groupe commutatif tels que a C A. Alors 

AD(Ba) = (A n B)a. 

Le premier est |4J Lemma 1.1 et le deuxième est élémentaire. 
Lemme 8.2.2. On a l'égalité 

c inst (i,L) -[zlZnZ^>°:Zl]-\ 



d%(M,L) m m- ' g 1 

Démonstration. Notons c\ le terme à gauche dans l'assertion. En déroulant les définitions, on 
voit que 

ci = [Zll : Z Vf \\Z V JL : Z Vf \-\Z Vf n Z^ : Zl]' 1 . 
Ml R m L J L L m G S 

Comme Z^~ = Z^-~~ Z^'° et Z^£j° = Z r ~ F '°, on a la suite exacte 

M- M{ M\ R 

zïx n z Vf zïx z v JL 



Zi F Zi F Z L J 

L L R 



Donc 



On a aussi 



d = [zîz. n z Ff : z FF }- 1 \z rF n zS, : zâ] _1 . 



z rF, ° = Z Ff,0 Z^ 

R L m 



où la dernière égalité découle de l'hypothèse d^(M, L) ^ et dualité. D'où Z^ F = Z V ~ F Z%_ 



donc 

zïm n z Ff = zïm n C zLz^ F ) = (zE^ n z^)z Ff 

L[S] R L[s] \ M L J V M J L 



M 



car zf F c Z T JL . On en déduit 

L m 



zîx n z5l zE£i n z Ff 
jjg m ~> m R 

z Vf n zi z Ff 



Ai 



L 



Donc 



d = [z 1 ^ n z^ : z Ff n z^]- 1 [z rF n z^L : zâr 1 

1 m M L M 1 1 L M G J 

= \Z V JL nZ^: Zlr 1 . 

L m m g 1 

Il reste à observer que Z&- = Z V J~' Q . □ 

M M! 
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Lemme 8.2.3. On a l'égalité 

c st (t,L) 



- ,zts n Zt?' u : ZZ] 
é$\M\L*) L ' M '- G 



Démonstration. Notons C2 le terme à gauche dans l'assertion. Déroulons les définitions : C2 est 
égal à 

\Zll n ZEl : zl^Y^Zll : Z^]\Z^~ : Z^V 1 = \Z T ^ : Z^lfZ^ n ZlS : Zl}* 1 . 
1 M ] ^ Gis} 1 1 M> M G[s] G 1 L M'- M M'- ^ G 1 

On a zEf'° = Z5-~, donc 
M ! M 

1 M'- M'- 11 M'- ^ G 1 

= \zli ■. z T -i> Q ]\zlz n zlz ■. zl£'° n zls^y 1 

L M'- M'- JL M'- M'- L e J 

• [zE^nzEf- : zEr 1 . 

1 M'- i e G 

Montrons que 

\z t j: z v j:Hz v j: n zL F ■. z T j: fl n zEf'V 1 = \z t j:> n zlz ■. z v j: fi n zE^V 1 - (24) 



On a 



où la dernière égalité résulte de l'hypothèse d^f (M, L e ) 7^ 0. Par conséquent Z^ = zErzE^' , 



z 1 ^ = zEr n zE^ = zE^ n f zE^Er' ) = ( zEr n zEf ) z rFi ° 



donc 

"M 1 "M 1 ' ' " M; "M'- ' ' V"/ • ~M l / V" U : ' ' "/•' ) ~M 

D'où la suite exacte 

zEf n zE^ zEf n zEf z v j: 



z3>'° n zEf- zE^ n zE^' zE^ 



On déduit ([24]) de cette suite. En mettant (p4j) dans la dernière expression de C2, on obtient 
l'égalité cherchée. □ 

Démonstration de E3 Vu I5XT1 15X21 et 15X31 on a 

é^Ht^LyHt^LV 1 = [zEf n ZE^'° : Z V JL n zE^' ]. 

V ' ; V ' ; 1 M'- L[s] M'- 1 

Posons 

A := ZÏZ n Z 1 ^' , 
L E Afl 

5 := z*jl n zE^'°, 

L[s] M ! ' 

^ ^Fp,0 ^Fpfl 

'~ L\s] ~ V<- 
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Rappelons que dAf' (M l ,L e ) entraîne que Z 




■r F ,o 



C. On a donc 




D'après ce qui précède et l'inclusion Z_~L ^ ZJ: , 




') 




Donc A/S ~ AC/BC. Il en résulte que 




ce qu'il fallait démontrer. 



□ 
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